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Kapitel 1

Relativitatsprinzip

In diesem Einleitungskapitel méchten wir einen Teil der klassischen Mechanik wieder-
holen, mit einem besonderen Augenmerk auf das Prinzip der Relativitdt, um danach
fiir die spezielle Relativititstheorie (SRT) vorbereitet zu sein. Die physikalischen
Vorgénge finden im dreidimensionalen affinen euklidischen Raum statt. Affin bedeutet
in diesem Kontext, dass es keinen (ausgezeichneten) Koordinatenursprung gibt. Erst
durch die Festlegung eines (beliebigen) Koordinatenursprungs wird der Raum zum
Vektorraum R3.

Die Position eines Objektes in diesem Raum wird durch den Ortsvektor r beschrieben.
Fiir die Beschreibung der Bewegung des Objektes fithren wir den Zeitparameter ¢ ein,
so dass r(t) die Bahnkurve des Objektes darstellt. In der klassischen Mechanik ist
t ein globaler Parameter, welcher in Einheiten einer periodischen Bewegung (z. B.
einer Pendel- oder Atomuhr) gemessen wird. Nachdem man sich auf eine Zeiteinheit
geeinigt hat, unterscheiden sich die Zeiten in verschiedenen Bezugssystemen um
hochstens eine Konstante.

Der Ortsvektor ist abhéngig vom Koordinatenursprung und kann daher nicht in
physikalischen Gesetzen auftreten. In diese diirfen nur Vektoren wie etwa der Ge-
schwindigkeitsvektor v(t) = dzgf) = 7 auftreten, welcher unabhéingig von einer
konkreten Wahl des Koordinatenursprungs ist.! Vektoren sind keine Messgroken. Um
einen Punkt im Ortsraum festzulegen, braucht es neben der Wahl des Koordinatenur-
sprungs auch die Festlegung einer Einheit (z. B. dem Urmeter) und die Wahl der
Koordinatenachsen. Drei senkrecht aufeinanderstehende Lineale mit Einheitslange
bilden so ein Koordinatensystem. Wir beschreiben dies durch die Einheitsvektoren
e;, i =1,2,3, welche jeweils vom Anfang zum Ende des jeweiligen Lineals zeigen. Da
die Vektoren ein Orthonormalsystem bilden, erfiillen sie e; - e; = d;;. Nach der Wahl
einer Basis, kann man den Vektor eindeutig durch seine kartesischen Koordinaten r;

'In der allgemeinen Relativititstheorie wird der Geschwindigkeitsvektor ein Element des Tangen-
tialraumes an einem Punkt 7.
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beschrieben, wobei gilt?

3
r= Zmei =re;. (1.1)
i=1

Wir kénnen uns nun die Frage stellen, in welcher Beziehung die Koordinaten zweier
solcher Koordinatensysteme im Allgemeinen zueinander stehen. Dafiir fiihren wir
eine zweite orthonormierte Basis e ein (auf welche sich ein anderer Beobachter
festgelegt hat). Da die Basis e; vollstdndig ist, kann man die neuen Basisvektoren e
als Linearkombination der alten Basisvektoren e; schreiben, d. h. wir haben e] = R;j;e;
mit den Matrixelementen R;; € R.? Aus der Forderung, dass sowohl das alte als auch
das neue Koordinatensystem orthonormiert ist, erhalten wir

bij = €;- €; = RixRj e - €, = RipRj, = (RR')y, (1.2)

=61

d. h. die Transformation ist orthonormal R € O(3) mit R~! = R!. Die neuen
Koordinaten 7 erhdlt man aus

Y SV A B S
rie; =T =T;€; = TiRZ]eja (1.3)

d. h. r; = (R")j;r} was dquivalent ist mit r} = Rj;r;. Im Weiteren verwenden wir
die Notation r» = (r1,r2,73) fir die Koordinaten des Vektors = (und nicht fiir den
Vektor selbst). Damit kénnen wir die Transformationsregel kompakt schreiben als
r’ = Rr. Die Wahl eines (moglicherweise zeitabhéngigen) Koordinatensystems und
einer Zeitmessung nennt man ein Bezugssystem. Einen Punkt in der Raumzeit
beschrieben wird durch (¢, 7) in einem Bezugssystem nennen wir ein Ereignis.

1.1 Galileisches Relativitatsprinzip

Das Relativitdtsprinzip beruht auf der Tatsache, dass es kein bevorzugtes Bezugssys-
tem gibt. Die Bewegung eines physikalischen Objektes soll nur von der (relativen)
Position zu den anderen Objekten abhéngen und nicht von der Wahl des Bezugssys-
tems. Zudem fordert man, dass die physikalischen Gesetze in gewissen Bezugssystemen
gleich aussehen.

2Beachten Sie die einsteinsche Summenkonvention: {iber doppelt auftretende Indizes wird sum-
miert.

3Als Beispiel betrachten wir ein Bezugssystem S’, welches um 6 beziiglich der ez-Achse
von S gedreht ist. Mit Hilfe elementarer Geometrie erhalten wir den Ausdruck R(fes) =

cosf sinf 0
—sinf cosf 0.
0 0 1
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1.1.1 Inertialsystem

Die Form der physikalischen Gesetze hangt im Allgemeinen vom Bezugssystem ab.
In der klassischen Mechanik gibt es ausgezeichnete Bezugssysteme, in denen die
Bewegungsgleichungen eine besonders schone Form haben. Solche Systeme heifen
Inertialsysteme und in ihnen gilt das newtonsche Gesetz

wobei m die Masse des Teilchens, p der Impuls und F die Kraft, die auf das Teilchen
wirkt, bezeichnet. Im Besonderen bewegen sich kraftefreie Teilchen in Inertialsystemen
auf Geraden geméf

r = vot + 1y. (1.5)

Empirisch zeigt sich, dass der Fixsternhimmel ein Inertialsystem darstellt.

1.1.2 Galilei-Transformation

Man kann sich jetzt die Frage stellen, wie man ausgehend von einem Inertialsystem
S, weitere Inertialsysteme S’ finden kann. Dafiir untersuchen wir allgemeine Trans-
formationen r — v’ = 7'(r,t) = R(t)r(t) + d(t) und ¢t — t' =t + tp mit R(¢) € O(3).
Wenn man nun die Fall eines kraftefreien Massenpunktes betrachtet, fordern wir
' & - L. S
wobei wir die allgemeine Parametrisierung (1.5) eines kraftefreien Massenpunktes
verwendet haben. Da diese Gleichung fiir alle moglichen Bahnkurven gelten sollten,
miissen wir fordern, dass R =0 und d =0, d. h. R(t) = R und d(t) = —wt + dp.

Wir haben damit alle méglichen Transformationen bestimmt, welche ein Inertialsystem
auf ein anderes Inertialsystem abbilden. Diese Transformationen

' =t+t, r = Rr — wt + d, (1.7)

heiffen Galilei-Transformationen und bilden eine 10-parametrige Gruppe mit den
Parametern o (1), R (3), w (3) und dp (3 Parameter). Wir sehen somit, dass sich je
zwel Inertialsysteme mit einer konstanten Geschwindigkeit w gegeneinander bewegen
und ansonsten nur die Koordinatenachsen verschoben dy und gedreht R sind, siehe

Abbildung 1.1.

1.1.3 Kovarianz der newtonschen Gleichungen

Eine Gleichung G(X; ;) = 0 heifit kovariant oder forminvariant beziiglich der Galilei-
Transformationen, wenn sie ausgedriickt durch die transformierten Grésen X, ,,
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A

Abbildung 1.1: Zwei Bezugssysteme S und S’, welche mit der Geschwindigkeit w
zueinander bewegt sind. Die Koordinaten r und 7’ eines Objektes in den zwei
Bezugssystemen stehen via ' = r — wt +dy und ¢’ = t + ¢y miteinander in Bezichung
(R=13).

dieselbe Form besitzt, d. h. G(X,;) = 0 ist dquivalent zu G(X, ) = 0. Damit
konnen wir das galileische Relativitétsprinzip durch die beiden dquivalenten Aussagen
beschreiben:

e Die Naturgesetze haben in allen Inertialsystemen dieselbe Form.

e Die Naturgesetze sind galileikovariant, d. h. forminvariant unter Galilei- Trans-
formationen.

Daraus folgt sofort, dass ein Beobachter durch Messungen nicht entschieden kann,
in welchem Inertialsystem er sich befindet. Insbesondere sind alle Inertialsysteme
dquivalent.

Die newtonschen Gleichungen F' = m# sind kovariant, vorausgesetzt F ist ein
Vektorfeld, d. h. F' transformiert (punktweise) wie ein Vektor

F'(r') = RF(v), (1.8)

wobei 7' und 7 durch eine Galilei-Transformation (1.7) verkniipft sind. Es ist einfach
nachzurechnen, dass ¥/ = R7. Damit konnen wir die Kovarianz der Newtongleichung
zeigen

F'(r'Y=m'+' < RF(r)=m'Rf & F(r)=m7, (1.9)

wobei wir voraussetzen mussten, dass die Masse invariant ist: m = m/.
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(a) 2 (b) 2

—

w(Ton + Tor) = 2wy

Detektor w

Abbildung 1.2: (a) Schematischer Aufbau des Michelson-Interferometers zur Messung
der Erdgeschwindigkeit w relativ zum ruhenden Ather. Das Licht, welches von der
Quelle ausgesendet wird, geht zuerst durch einen halb durchléssigen Strahlteiler (grau).
Nachdem die zwei Strahlen die Strecken 2L; bzw. 2Ls zuriickgelegt haben, wird ihre
Interferenz am Detektor registriert. Im einfachsten Fall ist die Bewegungsrichtung
der Erde entlang des Arms 1. Dadurch ergibt sich die Ausbreitung des Lichts im Arm
2 von einem ruhenden Bezugssystem aus gesehen wie in (b) gezeigt wird.

1.2 Einsteinsches Relativitatsprinzip

1.2.1 Michelson-Morley-Experiment

Die maxwellschen Gleichungen beschreiben elektromagnetische Wellen, welche sich
mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299792458 m /s ausbreiten. Allerdings war es nicht
klar, beziiglich welches Bezugssystems diese Geschwindigkeit gilt. Ausgehend von
den Galilei-Transformationen ist es einfach zu sehen, dass fiir ungedrehte Koordi-
natenachsen (R = 13) sich Geschwindigkeiten einfach addieren. Betrachten wir ein
Objekt, welches sich auf der Bahn 7/(t) = v't mit der Geschwindigkeit v’ im System
S’ bewegt. Dasselbe Objekt bewegt sich dann im System S mit der Geschwindigkeit

v=r=w+v. (1.10)

Insbesondere bewegt sich das Licht in verschiedenen Bezugssystemen unterschiedlich
schnell.

Michelson (Nobelpreis 1907) entwickelte daher einen experimentellen Aufbau, mit
dem sich feststellen lisst, in welchen Bezugssystem (Ather) sich die Lichtwellen isotrop
mit der Geschwindigkeit ¢ ausbreiten. Dafiir verglich er die Laufzeiten, die das Licht
braucht um eine Strecken 2L1, 2L9 in zwei orthogonale Richtungen zuriickzulegen, in
einem Interferometer, siche Abbildung 1.2(a). Da sich die Erde mit der Geschwin-
digkeit w ~ 30km/s um die Sonne dreht, miissten sich im Laufe des Jahres die
Laufzeitunterschiede dndern.

Falls die Erdgeschwindigkeit w beziiglich des Athers parallel zum Arm 1 liegt, erhalten
wir die Laufzeit 7, = Li/(c — w) fiir den Hinweg und 71, = L1/(c + w) fiir den
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Riickweg. Die gesamte Laufzeit des Lichtstrahles im Arm 1 ist daher gegeben durch

2L, 1

¢ 1—w?/c¥ (1.11)

T =
d. h. korrigiert durch den Faktor (1 —w?/c?)~! vom naiven Wert 2L; /¢ ohne Beriick-
sichtigung der relativen Bewegung zum Ather.

Die Laufzeit im Arm 2, welcher senkrecht zur Erdbewegung steht, ist fiir die Hin-
und den Rickweg gleicht 19, = 79, mit 79 = 279;. Beziiglich des Athers ist die
Geschwindigkeit einfach c. Allerdings ist in diesem Bezugssystem der Weg durch die
Bewegung der Spiegel langer. Der Gesamtweg ist gegeben durch £ = 2 [L% + w27‘22h] 1/2
vgl. Abbildung 1.2(b). Das Auflésen der Gleichung 75 = ¢/c nach m liefert

2Lo 1
¢ /1—w?/c?

d. h. eine Reduktion um einen anderen Faktor (1 — w?/c?)~L.

Y

Ty = (1.12)

Das Interferometer misst die Differenz der optischen Wegléangen
2
d=c(rp—1) = Tt/ (LQ\/]_—U]2/CQ—L1) (1.13)
—w?/c

mit einer Genauigkeit A ~ 500 nm gegeben durch die Wellenldnge des Lichtes. Nach
einem Vierteljahr ist die Apparatur effektiv um 90° gedreht und wir erhalten eine
neue Weglangendifferenz

2
§ =clro—m)= m <L2 — I1\/1— w2/02> 7

da die Rolle von L; und Ls inzwischen getauscht wurde. Der Unterschied der Weg-
langendifferenzen mit einem Vierteljahr Zeitunterschied ergibt sich durch

2(Ly + L w<e 2
\5'—5|:m(1—\/1—w2/62> < (L1+L2)%. (1.14)

1—w?/c?

Es ist interessant zu sehen, welche Léange der Interferenzarme bendtigt wird, um den
Effekt der relativen Bewegung der Erde zum Ather zu messen. Mit w/c ~ 10~% und
8 — 6 ~ X~ 10""m erhalten wir L; + Ly ~ 10 m.

Michelson fand, dass das Interferenzmuster unabhéngig von der Jahreszeit und damit
der Orientierung des Interferometers immer gleich aussieht, woraus man schliefsen
muss, dass es keinen Ather (als ausgezeichnetes Bezugssystem) gibt und dass die
Lichtgeschwindigkeit in allen Bezugssystemen gleich ist.

1.2.2 Einsteinsches Postulat

Das Michelson-Morley-Experiment fithrte Einstein (1905) dazu, neben dem galileischen
Relativitatsprinzip, dass die physikalischen Gesetze in allen Inertialsystemen dieselbe
Form haben, das zusétzliche Postulat,
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e die Lichtgeschwindigkeit hat in allen Inertialsystemen denselben Betrag c,

zu fordern. Dieses Prinzip ist die Grundlage der speziellen Relativitétstheorie. Inerti-
alsysteme sind dabei so definiert, dass in ihnen freie Teilchen, wie in der klassischen
Mechanik, dem Trégheitsgesetz 7 = 0 folgen. Man sieht sofort, dass die Kovarianz der
physikalischen Gesetze nun nicht mehr unter den Galilei-Transformationen gefordert
werden kann, da diese auf die Geschwindigkeitsadditionsformel (1.10) fithren. Im
Kapitel 2 werden wir untersuchen, welche Transformationsgruppe kompatibel mit
dem einsteinschen Postulat ist. Wir wollen im Folgenden allerdings zuerst ein paar
einfache Konsequenzen aus dem einsteinschen Postulat kennenlernen.

Da wir im Abschnitt 1.1.2 gesehen haben, dass wir bei der Annahme einer absoluten
Zeit aus dem Relativitdtsprinzip sofort die Galilei-Transformationen als allgemeine
Transformationen zwischen Inertialsystemen folgen, miissen wir den Begriff einer
absoluten Zeit aufgeben und fordern, dass im Allgemeinen ¢’ # t. Der absolute Wert
der Lichtgeschwindigkeit ermdglicht es, Uhren 1 und 2 in den zwei Bezugssystemen
S und S’ zu synchronisieren und somit zumindest zum Teil eine gemeinsame Zeit
einzufithren.*

Das Protokoll fiir die Synchronisation zweier Uhren in zwei verschiedenen Inertialsys-
temen S und S’, welche die Zeit durch denselben periodischen Vorgang messen, ist
das folgende: Wir stellen uns vor, dass im Bezugssystem S ein Lichtblitz von der Uhr
1 zur Zeit to ausgesandt wird. Der Strahl wird von der Uhr 2 (ruhend im System S’)
reflektiert, und zur Zeit tg + At von der Uhr 1 detektiert. Da die Lichtgeschwindigkeit
absolut ist, konnen wir den Zeitpunkt des Eintreffens des Lichtstrahls an der Uhr 2
mit der Zeit to+ At/2 im System S identifizieren und damit die Uhren synchronisieren.
Weiterhin erlaubt uns die Universalitat der Lichtgeschwindigkeit, Langenmessungen
auf Zeitmessungen zuriickzufithren und den Meter als den 1/299792458-ten Teil der
Strecke zu definieren, welche ein Lichtstrahl in einer Sekunde zuriicklegt. Das Problem
der Synchronisation der Uhren ist, dass das Vorgehen nicht transitiv ist. Wenn die
Uhren 1 und 2 synchron und auferdem 2 und 3 synchron sind, dann folgt damit nicht,
dass auch 1 und 3 synchron sind. Dies fiihrt uns auf den Begriff der Relativitdt der
Gleichzeitigkeit.

Relativitat der Gleichzeitigkeit

Aus der absoluten Zeit in der galileischen Raumzeit folgt, dass zwei Ereignisse,
welche gleichzeitig im Bezugssystem S’ geschehen, auch gleichzeitig in S stattfinden.
Diese Tatsache ist inkompatibel mit dem einsteinschen Postulat der Universalitat
der Lichtgeschwindigkeit. Um dies zu sehen, betrachten wir zwei Bezugssysteme,
welche sich mit der Geschwindigkeit w = (w,0,0), w > 0 gegeneinander bewegen.
Wir betrachten drei Uhren A, B, C auf der z-Achse, welche in S’ ruhen. Die Uhr B

“Wie wir spiter sehen werden, laufen Uhren, welche zu einem Zeitpunkt synchronisiert wurden,
spater aber wieder auseinander.
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befindet sich zwischen den Uhren A und C, so dass der Abstand von A zu B gleich
dem Abstand von B zu C ist. Ein Beobachter im System S’ wird feststellen, dass ein
Lichtblitz, welcher zur Zeit t;; von B ausgesandt wird, gleichzeitig (), = t,) bei A
und C eintrifft.

Aus der Sicht eines Beobachters im (bewegten) System S wird der Lichtblitz zur Zeit
tg von B emittiert und breitet sich auch mit ¢ in alle Richtungen aus. Da sich A
zum Lichtblitz hin und C vom Lichtblitz wegbewegt, gilt aus der Sicht von S die
Ungleichung tp < tc¢. Somit sind Uhren, welche im System S’ synchronisiert sind,
im System S nicht synchronisiert und daher héngt der Begriff der ,Gleichzeitigkeit
vom Bezugssystem ab. Die Abwesenheit eines absoluten Gleichzeitigkeitsbegriffs
ist die Ursache fiir viele der zunichst paradox erscheinenden Konsequenzen des
Relativitatsprinzips.

Zeitdilatation

Betrachten wir nun eine Uhr A, welche im System S’ ruht und einen Lichtblitz auf
einen Spiegel B im Abstand L (orthogonal zur relativen Bewegungsrichtung —w des
Bezugssystems S) sendet. Dieser Lichtblitz wird nach der Zeit At’ = 2Lg/c wieder bei
der Uhr A eintreffen. Im Bezugssystem S ist der Spiegel B bewegt und der Lichtstrahl
muss den Weg L = \/4L2 + w?(At)? zuriicklegen, siche Abbildung 1.2(b). Nach dem
einsteinschen Postulat ist der Weg des Lichtstrahls iiber ¢ mit der Zeitdifferenz At
verkniipft, d. h. L = ¢ At. Das Auflosen diese Gleichung nach At liefert das Resultat

2Lg
2

At = = YAl (1.15)

2 —w?

mit dem Zeitdilatationsfaktor
1

L ey

Aus der Sicht von S dauert der Vorgang daher um den Faktor v langer. Die Zeit,
welche von der ruhenden Uhr gemessen wird, bezeichnen wir auch als Figenzeit AT.
Sie ist stets geringer als die Zeitdifferenz in einem bewegten System. Bewegt sich
ein Objekt in S mit einer verdnderlichen Geschwindigkeit v(t) von za = (ta,7a)
nach zp = (tg,rp), kann man an jedem Zeitpunkt ¢ ein momentanes Ruhesystem
S; mit w = v(t) und At' = A7 = /1 — v(t)?/c? At einfiihren. Die mit dem Objekt

mitbewegte Uhr misst die Eigenzeit

. ZAT:/tht Nyl (1.17)

tA

> 1. (1.16)

Die Eigenzeit 7 ist eine Eigenschaft der Bahn und daher unabhingig vom Inertialsys-
tem. Dies ist sofort klar, da 7 physikalisch durch den Zeigerstand der mitbewegten
Uhr bestimmt wird.
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Wenn sich zwei Beobachter relativ zueinander bewegen, dann schliefsen beide, dass
die Uhr des jeweils anderen langsamer geht. Dies erscheint zunéchst paradox, fiihrt
aber auf keinen Widerspruch, da Gleichzeitigkeit relativ ist.

Die Zeitdilatation ist wichtig im Verstdndnis des Myonzerfalls. Kosmische Strahlung
erzeugt Myonen in ca. 10 Kilometern Hohe. Diese Myonen haben eine relativ kurze
Lebenszeit von ~ us. In dieser Zeit legen die Myonen nur eine Strecke von ein paar
hundert Meter zuriick. Trotzdem findet man viele Myonen, welche auf der Erdober-
flache auftreffen. Man kann dieses Resultat verstehen, wenn man berticksichtigt, dass
die Geschwindigkeit der Myonen nahezu Lichtgeschwindigkeit ist mit w = 0,994 ¢
folgt v ~ 10. Damit ist die Lebenszeit der Myonen im Erdsystem zehnmal langer und
die Myonen bewegen sich mehrere Kilometer, bevor sie zerfallen. Die Betrachtung
dieses Problems aus dem Ruhesystem der Myonen fiithrt uns auf den Begriff der
Léangenkontraktion, welchen wir im Folgenden behandeln.

Langenkontraktion

Wie im vorhergehenden Abschnitt betrachten wir eine im System S’ ruhende Anord-
nung einer Uhr A und eines Spiegels B im Abstand Lg. Allerdings sei dieses Mal der
Lichtweg parallel zur relativen Bewegung der zwei Bezugssysteme (d. h. die Uhr ist
im Vergleich zum letzten Abschnitt um 90° gedreht). Die Entfernung von A und B
wird durch die Laufzeit des Lichtes At’ iiber Ly = ¢ At /2 festgelegt. Betrachten wir
nun das System im bewegten Bezugssystem S. Sei At;, die Laufzeit des Lichtes fiir
den Hinweg (von A nach B). In dieser Zeit hat sich der Spiegel um w At;, bewegt.
Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit verlangt daher, dass ¢ Aty = L + w Aty mit
L der Abstand der beiden Spiegel im System S. Daraus erhélt man fiir die Laufzeit
beim Hinweg At, = L/(c — w). Mit einer dquivalenten Uberlegung erhélt man fiir
den Riickweg At, = L/(c+ w).

Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhélt man fiir die gesamte Laufzeit den
Ausdruck At = Aty + At, = 2¢42L/c. Andererseits gilt auf Grund der Formel fiir die
Zeitdilatation At = yAt'. Auflésen der Gleichung 2Ly = cAt’ = 2vL nach L liefert
die Langenkontraktionsformel

L =Loy1—w?/c? = Ly/v; (1.18)

d. h. ein bewegter Mafsstab erscheint gegeniiber dem Ruhezustand um den Fak-
tor v (in die Bewegungsrichtung) verkiirzt. Mit der Langenkontraktion kénnen wir
das Myonproblem vom Ruhesystem des Myons aus als Verkiirzung des Abstan-
des Erdoberfliche-Entstehungsort der Myonen verstehen. In dieser Weise bedingen
Langenkontraktion und Zeitdilatation einander und fiithren nur zusammen zu einer
konsistenten relativistischen Beschreibung.
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Kapitel 2

Lorentz-Transformation

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass das einsteinsche Postulat, welches durch
das Michelson-Morley-Experiment gestiitzt wird, uns zwingt, unsere Vorstellungen
von Zeit und Raum zu {iberdenken. Insbesondere miissen wir uns von dem Begriff
einer absoluten Zeit verabschieden. Wir wollen in diesem Kapitel das einsteinsche
Postulat zu einer mathematischen Theorie entwickeln, welche es uns erlaubt, neue
Naturgesetze aufzustellen, welche mit dem einsteinschen Postulat kompatibel sind.
Dazu miissen wir uns zuerst iiberlegen, wodurch die neuen Transformationen zwischen
Inertialsystemen beschrieben werden.

Ahnlich wie die Galilei-Transformationen die newtonschen Gleichungen invariant
lassen, sind die Lorentz-Transformationen die Gruppe der Transformationen, welche
das Tragheitsgesetz und das einsteinsche Postulat invariant lassen. Insofern erlauben
die Lorentz-Transformationen in der speziellen Relativitatstheorie aus einem Inertial-
systeme in ein beliebiges anderes Inertialsystem zu wechseln. Danach verbleibt die
Aufgabe eine relativistische (d. h. Lorentz-invariante) Formulierung der Mechanik und
der Elektrodynamik zu finden, welche wir im nachsten Kapitel untersuchen werden.
Dabei wird sich zeigen, dass die Maxwell-Gleichungen bei passender Transformation
der Felder bereits Lorentz-invariant sind. Dahingegen bedarf die newtonsche Mechanik
einer Anderung. Der Grund ist, dass Fernwirkungsgesetze (z. B. das newtonsches Gra-
vitationsgesetz) a priori nicht-relativistisch sind, da sie sich auf den ,Abstand zweier
Korper zur gleichen Zeit* berufen. Dieser Begriff ist inkompatibel mit der Relativitit
der Gleichzeitigkeit. Daher miissen in der Relativitdtstheorie alle Fernwirkungsgesetze
durch Felder mit relativistischen Feldgleichungen wie in den Maxwell-Gleichungen
ersetzt werden.

2.1 Transformation zwischen Inertialsystemen

Zunéchst erscheint es, als ob das einsteinsche Postulat dem Trégheitsgesetz wider-
spricht. Dieses Gefiihl ist allerdings der Tatsache geschuldet, dass wir fest in unserem

11
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klassischen Bild der Welt verwurzelt sind und das einsteinsche Postulat, wie im letzten
Kapitel gesehen, einhergeht mit dem Verlust des absoluten Begriffes der Gleichzeitig-
keit und daher zur Einfiihrung einer Zeit pro Bezugssystem fiithrt. Um die Gruppe
der Lorentz-Transformationen zu erhalten, betrachten wir zwei Inertialsysteme .S und
S’, welche sich mit der Geschwindigkeit w relativ zueinander bewegen.

Wir betrachten einen Lichtblitz, der bei (¢1,71) ausgesendet wird und spéter bei
(t2,72) eintrifft. Wegen des einsteinschen Postulats gilt sowohl

(Ar)? — (A2 =0 als auch (Ar")? — (A =0 (2.1)

mit At = t5 — t; und Ar = ro — r1. Die Bewegungen eines kraftefreien Teilchens in
einem Inertialsystem sind gegeben durch Geraden, siehe (1.5). Aus der Forderung,
dass eine Lorentz-Transformation Inertialsysteme aufeinander abbilden soll, folgt
sofort, dass sie Geraden auf Geraden abbildet. Dies ist dquivalent dazu, dass die
Lorentz-Transformation eine lineare Abbildung von (At, Ar) nach (At', Ar’) ist. Auf
Grund der Linearitit der Transformation ist (2.1) #iquivalent zu'

(Ar')? — 2(AY)? = w(w)[(Ar)? — (AL, (2.2)

Betrachten wir nun ein weiteres Bezugssystem S”, welches sich mit der Geschwindigkeit
—aw relativ zu S’ bewegt, dann erhalten wir

(Ar")?2 — A(A)? = k(—w)r(w)[(Ar)? — Z(At)?].

Da S” relativ zu S ruht ist Ar = Ar” und At = At”, woraus folgt dass k(—w)k(w) =
1. Wegen der Isotropie des Raumes darf x(w) zudem nicht von der Richtung der rela-
tiven Bewegung, sondern nur vom Betrag w abhédngen. Daraus kénnen wir schlieffen,
dass k(—w)k(w) = k(w)? = 1 und somit k(w) = 1.2

Die Resultate lassen sich am besten zusammenfassen indem man Ort und Zeit zu
den Viererkoordinaten

= (z") = (2%, 2!, 22, 2%) = (ct,7) (2.3)

eines Teilchens zusammenfasst. Damit sind die Lorentz-Transformationen dadurch
definiert, dass sie das Quadrat des Abstands

As? = (Az)) - (AZ)) = (Az) - (Ax) = (Az) (Az)* = (Az) (Az)” (2.4)

invariant lassen,® mit der Minkowski-Metrik

1 0 0 0
0 -1 0 0

M) =10 o -1 o (2.5)
00 0 -1

!Eine lineare Abbildung bildet ein homogenes Polynom vom Grad 2 auf ein homogenes Polynom
vom Crad 2 ab. Da (Ar)? — 2(At)? = (Ar')? — 2(At')? = 0, folgt aus der Homogenitit sofort (2.2).

*Die alternative Lésung &(w) = —1 kann verworfen werden, da x = 1 bei w = 0.

3Ganz analog zur Tatsache, dass die Rotationen R den Abstand +/(Ar)2? invariant lassen.
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Abbildung 2.1: Struktur der Lorentz-Gruppe: die Lorentz-Gruppe L zerfillt in vier
disjunkte Komponenten charakterisiert durch det A = &1 und sgn(A%j).

Eine allgemeine affine Transformation zwischen den Bezugssystemen S und S’ kann
geschrieben werden als z/# = AH, 2" 4a* mit a € R* und A € GL(4,R). Die Bedingung
(2.4) fihrt auf die Einschrankung

anA“aAV,B(AI)a(AJ:)B = nuu(Ax/)M(A$/)y = UW(A@”(A@V )

was dquivalent ist zu

Nuw Ao N g = Nap (2.6)

oder in Matrixnotation AlnA = 7. Transformationen, welche die Bedingung (2.6)
erfilllen, nennt man Elemente der Lorentz-Gruppe, welche man mit L = O(1,3)
bezeichnet. Die Gruppe der Transformationen, welche Inertialsysteme mit festen
Mafstéaben verbinden, ist die Gruppe der inhomogenen Lorentz-Transformationen
mit 2’ = Az + a, auch Poincaré-Gruppe genannt.

2.2 Lorentz-Gruppe

Wir betrachten ein Element A € L. Aus der Relation (2.6) lassen sich eine Reihe von
Eigenschaften von A ableiten. Bildung der Determinanten liefert sofort det? A = 1.
Somit besteht L aus zwei Komponenten charakterisiert durch det A = +1.% Zudem
erhilt man fiir die (00)-Komponente die Eigenschaft (A%)2 — S3_ (A¥g)? = 1,
d. h. (A%)? > 1. Somit enthélt die Lorentz-Gruppe zwei disjunkte Komponenten
charakterisiert durch das Vorzeichen von A%.

“Die Inverse von A erhilt man durch Multiplikation von rechts mit A~ !5 als A™! = nA'y.
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Dass alle vier Félle auftreten, zeigen die Spiegelungen

100 0 1 0 0 0
0100 0 -1 0 0

L=1g 01 0| P=1o o -1 ol
000 1 0 0 0 -1
1.0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 -1 0 0

T=10 010l PT=10 0o -1 0| (2.7)
0 00 1 0O 0 0 -1

mit P der Spiegelung am Koordinatenursprung (Paritdt) und 7 der Zeitumkehr. Die
Spiegelungen bilden eine Untergruppe von L. Weitere Untergruppen sind zum Beispiel

Ly ={A € L|detA =1}, die eigentlichen Lorentz-Transformationen,
L= {A € L]AOO > 1}, die orthochronen Lorentz-Transformationen,
L =r,nL" (2.8)

Eine Lorentz-Transformation bildet nach Definition den Lichtkegel mit As? = 0 auf
sich selbst ab. Vektoren auf dem Lichtkegel mit v - v = 0 bezeichnet man auch als
Nullvektoren. Wir definieren auferdem Vektoren, welche in das Aufere des Lichtkegels
zeigen als raumartige Vektoren v mit v - v < 0 und solche die in das Innere des
Lichtkegels zeigen als zeitartige Vektoren mit v -v > 0. Zeitartige Vektoren kann man
zusitzlich unterteilen in Vektoren, welche in die zeitartige Zukunft zeigen (v° > 0)
und solche die in die zeitartige Vergangenheit zeigen (v° < 0).

Dass Ll eine Gruppe ist, sieht man geometrisch. Eine Lorentz-Transformation A € L
bildet das Innere des Lichtkegels auf sich ab. Dabei bleiben die beiden Teilkegel
(Zukunft und Vergangenheit) V* = {z | -2 > 0,£2° > 0} entweder invariant oder
werden vertauscht. Entscheidend dafiir ist das Vorzeichen sgn(A%), da [A(1,0)]°=A%.
Somit sind sgn(A%) und natiirlich auch det A multiplikativ® unter der Gruppenope-
ration. Die orthochronen Transformationen bilden damit die Zukunft auf die Zukunft
und die Vergangenheit auf die Vergangenheit ab.

Auf Grund der Multiplizitit von sgn(A%) und det A kann jedes A € L als das Produkt
eines Elements der eigentlich-orthochronen Lorentz-Gruppe Li mit einer Spiegelung
{I4,P, T, PT} geschrieben werden. Wir beschranken uns deshalb im folgenden auf
die eigentlich-orthochrone Untergruppe.

®Dies folgt aus der allgemeinen Relation det(AB) = (det A)(det B) fiir beliebige quadratische
Matrizen A und B.
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2.2.1 Eigentlich-orthochrone Lorentz-Gruppe

Die 4 x 4-Matrix A hat insgesamt 16 reelle Eintrage. Die Gleichung (2.6) liefert 10
unabhiingige Gleichungen.® Daher werden Elemente A € L1 durch 6 reelle Parameter
bestimmt.

Drei der Parameter konnen wir mit den drei-dimensionalen Rotationen identifizieren.

In der Tat gilt
A(R) = <%%) . (2.9)

Daraus folgt sofort A‘nA = 1 wobei R € SO(3) mit R'R = I3. Damit bilden die
Rotationen A(R) eine Untergruppe von Ll.

Von groferem Interesse sind die verbleibenden drei-parametrigen Transformationen,
von denen wir erwarten, dass sie gegeneinander bewegte Bezugssysteme verkniipfen.
Dazu untersuchen wir, ob spezielle Losungen mit der Blockform

(2.10)

existieren, d. h. 22 und 2® werden nicht transformiert. Einsetzen in (2.6) liefert die
Bedingungen

a? - =1, ab—cd =0, b —d? = 1.

Da wir nur an Loésungen aus LL interessiert sind, fordern wir zudem a > 0 und
ad —bc = 1.

Die erste Gleichung kénnen wir dadurch erfiillen, dass wir den Parameter y mit
a = coshx und ¢ = —sinh y einfithren. Aus der zweiten Gleichung erhalten wir
b = cd/a. Einsetzen in ad — be = 1 liefert 1 = d/a, d. h. d = cosh x und b = — sinh .
Damit erhalten wir die speziellen Lorentz-Transformationen (Boosts)

coshy —sinhy |0 O 0 —x |0 0
— sinh cosh 00 — 0 |0 O

Alx) = 0 : OX 10 |~ oX 010 0 (2.11)
0 0 |01 0 00 0

Aus der letzten Identitéat folgt sofort, dass die Boosts eine Untergruppe bilden mit
dem Multiplikationsgesetz

Al + x2) = Alxa)A(xz2)- (2.12)

5Transponieren von (2.6) fithrt zum selben Gleichungssystem. Daher sind nur 10 der 16 Gleichun-
gen unabhéngig.
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Daraus lisst sich direkt folgern, dass A(x)~! = A(—Y).

Im Folgenden wollen wir die physikalische Bedeutung von A(x) erlautern. Dafiir
schreiben wir das Transformationsgesetz x = A(x) 'z’ eines Boosts in Komponenten

ct = (cosh x)ct’ + (sinh x)r], ro = T4,
r1 = (sinh x)ct’ + (cosh x)r], ry =1k, (2.13)

Ein Objekt, welches im S’-System am Ort 7' = /(') ruht, bewegt sich daher im
System S mit der Geschwindigkeit’
. d7“1

w =

dry _ drdt” _dry (dt
dt — dt' dt  dt’ \dt’

-1
> = ctanh x (2.14)

Damit erhalten wir die Interpretation, dass A(x) auf ein neues Inertialsystem trans-
formiert, welches sich mit der Geschwindigkeit w entlang der z-Achse relativ zu S
bewegt, siche Abbildung 1.1. Durch einfache hyperbolische Beziehungen erhalten wir

1 1
coshxy = = =7,
X V1 —tanhy? /1— (32 7
sinh y = tanh y cosh y = \/fiﬂz = By (2.15)
mit 8 = w/c. Aus (2.13) ergibt sich damit
t' =~(t —wz'/c?), z? = 22,
2t = (2! — wt), x3 = a3 (2.16)

Fiir 8 — 0 erhalten wir als Grenzverhalten die Galilei-Transformation

t =t, =l — wt, z? = 1:2, ' = 3.

Eine Transformation in ein System S’, das sich mit einer Geschwindigkeit w in
eine beliebige Raumrichtung gegen S bewegt, kann man grundsétzlich durch eine
Verkettung einer Rotation (so dass w’ entlang der z-Richtung ist), eines Boosts und
einer Riickrotation erhalten. Viel einfacher ist allerdings die Idee, dass man den
Vektor r in eine Komponente r| entlang w und einer Komponente 7 orthogonal
dazu aufspalten kann. Analog zu (2.16) erhdlt man dann

t'=lt— (w-r)/c?, = (r) —wt), =7, (2.17)

Da r| = (r - w)w/w? und r; = r — 7 gilt, kann man einen allgemeinen Boost
a2’ = A(w)z schreiben als

_( v —yw'/c
Alw) = <—'y'w/c I3+ (v — 1)'w'wt/w2> (2.18)

"In der Literatur wird x = artanh(w/c) als Rapiditit bezeichnet.
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oder in anderen Worten

t' =t — (w-r)/c’],
v—1
w2

r'=r+ (r - w)w — ywt.

Damit héngt ein Boost im Allgemeinen von den drei reellen Parametern w ab. Es gilt
A(w) = A(Ryw)A(x)A(RL,) mit der Rotation R,, definiert durch w = Ry, (w, 0, 0)".

Die Lorentz-Transformationen werden fiir w — ¢ singulér. Die Lichtgeschwindigkeit
stellt eine Maximalgeschwindigkeit dar. Kein Objekt (und auch keine Information)
kann sich schneller als Licht bewegen.

2.3 Struktur der Poincaré-Gruppe

Die Gruppe der affinen Lorentz-Transformationen wird die Poincaré-Gruppe genannt.
Nach diesen Voriiberlegungen wissen wir, dass ein allgemeines Element der Poincaré-
Gruppe die folgende Form

" = A, (w, R)z” + a* (2.19)

hat. Wie die Galilei-Gruppe hat die Poincaré-Gruppe 10 Parameter. Vier Parameter
fiir die Translation mit a und die 6 Parameter der Lorentz-Gruppe (3 fiir Rotationen
R und 3 fiir Boosts w).

In der Tat kann man jede Lorentz-Transformation A als Produkt einer Rotation und
eines allgemeinen Boosts schreiben mit A(w, R) = A(R)A(w) = A(R2)A(x)A(R1)
mit Ry = R, und Ry = RR,. Man kann sich einfach klar machen, dass diese
Zerlegung fiir jede Lorentz-Transformation 2’ = Az moglich ist. Dazu betrachten wir
den linearen Unterraum M = {z | 2 = 2/ = 0}, gebildet durch die Schnittmenge der
Ortsvektoren aus S und S’. Es gibt zwei Méglichkeiten: dim M = 2 oder dim M = 3.8

Fiir den Fall, dass dim M = 3, wird sowohl M als auch das orthogonale Komplement
Mt={z|z-y=0, VYyec M}={z|z'=2?=2%=0} auf sich selbst abgebildet.
Damit hat A direkt die Blockform (2.9) und beschreibt eine reine Rotation mit w = 0.

Im Falle, dass dim M = 2, wahlen wir zwei orthonormierte Ortsvektoren fo, f3 € M.
Durch eine passende Drehung R; im Ortsraum {z° = 0} D M kénnen wir erreichen,
dass R1fy = (0,1,0) und Ry f3 = (0,0,1), d. h. sie stimmen mit den entsprechenden
Einheitsvektoren es und e3 im System S {iberein. Betrachten wir nun die Bildvektoren
f5 = Afound f§ = Afs: auf Grund der Definition von M sind das wieder Ortsvektoren.

8Das Bild ABo von By = {z | 2° = 0} ist drei-dimensional, da A invertierbar ist. Schneidet man
diese Menge mit dem drei-dimensionalen Unterraum By = {z’ | ' = 0} erhélt der Schnittmenge
M = (ABoy) N By mit der Dimension dim M. Da dim(ABg) = dim By = 3 folgt sofort dim M < 3.
Aus dim M + dim[(ABy) + Bo] = dim(ABy) +dim By = 6 folgt mit dim[(ABog) + Bo] < 4 sofort, dass
dim M > 2. Hier bezeichnet V + W die Summe der Vektorrdume V und W.
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Analog zu oben kénnen wir mit einer Rotation Ry erreichen, dass f) = R2(0,1,0)
und f5 = Ry(0,0,1) ist.

Definieren wir nun A’ = A(RL)A A(R}), dann haben wir nach Konstruktion, dass
die Vektoren # € N mit N = {z | 2° = ! = 0} unter A’ auf sich selbst abgebildet
werden. Zudem wird N+ = {2 = 23 = 0} als Menge unter A’ invariant gelassen.”
Deshalb muss A’ die Blockform (2.11) eines Boosts haben.

2.4 Addition von Geschwindigkeiten

Es ist unmittelbar klar, dass die galileische Geschwindigkeitsaddition v = w + v’ zu
Widerspriichen mit der Absolutheit der Lichtgeschwindigkeit fiihrt. Diese verlangt
namlich, dass mit v = ¢ auch v/ = ¢ ist, unabhéngig von w. Die relativistischen
Formeln fiir die Geschwindigkeitsaddition lassen sich unmittelbar aus den Gleichungen
(2.17) fiir einen allgemeinen Boost herleiten. Wir betrachten zwei (achsen-parallele)
Bezugssysteme S und S’, dessen Koordinaten durch (2.17) verkniipft sind (d. h. sie
bewegen sich mit w relativ zueinander). Betrachten wir ein Objekt, welches sich auf
der Bahn 7/(t') = v{ + v't' in S’ bewegt. Dasselbe Objekt wird sich im System S auf
der Bahn r(t) bewegen. In Vierernotation haben wir die Koordinaten z(t) = [ct, 7(t)]
und z(t') = [ct’, 7' (t')], welche durch z = A(w) ™'z’ = A(—w)a’ verkniipft sind. Mit
der allgemeinen Formel fiir einen Boost, erhalten wir

=l + (w0

und p )
d—; =v' + 7w_2 (v w)w + yw.

Das Objekt bewegt sich daher im System S mit der Geschwindigkeit

dr '771 y—1,, /
_dr _ : . 2.20
v=r =1 T w03 yw + w2 (v w)w+wv (2.20)

Spaltet man die Geschwindigkeit v’ in seine Komponenten parallel (U|’|) und senkrecht
(v'|) zu w auf, erhélt man die kompakte Form
w+v|/| + v /1 - 2

e B vy o (2.21)

des relativistischen Additionsgesetzes der Geschwindigkeiten. Den inversen Zusam-
menhang erhédlt man, indem man w durch —w ersetzt.

Im Grenzfall, dass w, v’ < ¢ erhilt man den nichtrelativistischen Zusammenhang
v = w + v'. Falls v' und w parallel sind (v, = 0), ergibt sich die vereinfachte

9Da N invariant bleibt und A’ das “Skalarprodukt” z - y invariant lisst, bildet A’ das orthogonale
Komplement auf das orthogogonale Komplement ab.
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Abbildung 2.2: Wir betrachten eine Lichtquelle, die im System S’ ruht und dort Licht
gleichférmig in alle Richtungen ausgestrahlt wird. Wie in der Abbildung zu sehen,
fiihrt die relativistische Lichtaberation dazu, dass vom Bezugssystem .S aus betrachtet
mehr Licht in die Vorwartsrichtung ausgesendet wird. Ein dhnlicher Effekt tritt auch in
der nichtrelativistischen Physik auf, wenn man annimmt, dass das System S’ beziiglich
dem Ather ruht. Allerdings stimmen relativistischen und nichtrelativistischen Formeln
nur bis erster Ordnung in 3 tiberein. Zudem ist die relativistische Formel (2.25) fiir
die Aberation symmetrisch, so dass ein Beobachter im System S’ denselben Effekt
fiir eine Lichtquelle ruhend in S feststellt.

Formel v = (w + v')/[1 + wv'/c?]. In der Tat kann man diese auch sofort aus (2.12)
mit der hyperbolischen Additionsformel tanh(x; + x2) = (tanh x; + tanh x2)/(1 +
tanh y tanh y2) erhalten. Fiir den Fall, dass v orthogonal auf w liegt, addieren sich
die Geschwindigkeiten fast normal mit v = w + v'\/1 — 32, wobei der zusitzliche
Faktor =1 auf Grund der Zeitdilatation des Bezugssystems S’ relativ zu S auftritt.

Es ist instruktiv die Geschwindigkeitsaddition auch in Polarkoordinaten herzuleiten.
Beschreibt man die Geschwindigkeit v im Bezugssystem S durch den Absolutbetrag
v und den Winkel € via cosf = (v - w)/vw mit der relativen Geschwindigkeit der
Bezugssysteme und fiihrt analog v/, ¢ im Bezugssystem S’ fiir v’ ein, kann die
Additionsformel (2.21) umgeschrieben werden als

Vw? + 02 + 2wv’ cos 0 — w2’ sin’ '/ 2
1 4 wv' cos ' /c?

V=v-v (2.22)

und

tanf = — =
V) w + v’ cos ¢’

— 22,0 i !
v, 1-0 vsm@l (2.23)

Aus (2.22) folgt sofort, dass mit w, v’ < ¢ auch v < ¢ gilt. Damit spielt die Lichtge-
schwindigkeit die Rolle einer Grenzgeschwindigkeit, die nicht iiberschritten werden
kann.

Betrachten wir im Folgenden den Fall eines Lichtteilchens mit v = ¢ genauer. Es gilt
mit v/ = ¢ auch v = ¢ unabhingig von w < ¢ und €', was genau dem einsteinschen
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Postulat entspricht. Aus der Formel (2.23) erhélt man in diesem Fall die relativistische

Formel
V1 — 3% siné
- 2.24
B+ cos @’ (2.24)
fiir die Lichtaberation. Wir wollen diese Formel ein wenig umschreiben, damit
die Symmetrie (6, 5) < (¢, —3) offensichtlich wird. Aus (2.21) erhalten wir, dass
sgn(cosf) = sgn(w - v) = sgn(f + cos ). Damit wird das Vorzeichen von

B+ cos b’
1+ Bcost

tanf =

cosf = +(1 + tan? 0)*1/2 -

festgelegt. Nimmt man diese beiden dquivalenten Gleichungen zusammen, erhilt man
die symmetrische Form

0 tan @ 1-7 o'
tan§_1+1/c059_ 1+ﬁtan§ (2.25)

fiir die Lichtaberation, siehe Abbildung 2.2. Aus dieser Aberationsformel kann man
die Transformationsformel fiir ein Raumwinkelelement d2 = d(cos 6) de einer Licht-
quelle herleiten. Wenn man die z-Achse in Richtung der relativen Bewegung der
Bezugssysteme, gilt dQ2/dQY’ = d(cos0)/d(cos ). Durch Differentiation der Gleichung
1—Beosf = (1—p2)/(1+ Bcost) folgt sofort

1_ﬂ2 Q/

Q= —"-"—"—""=4d.
d (1+ﬁcos€’)2d

(2.26)

2.5 Minkowski-Diagramme

Minkowski- bzw. Raumzeit-Diagramme konnen dazu verwendet werden, Probleme
in der Relativitatstheorie graphisch ohne analytische Rechnung zu 16sen. Sie fithren
zu einer einfachen Anschauung, wie Raum und Zeit in der Relativitdtstheorie zu
einer Raumzeit verschmelzen. In Minkowski-Diagrammen verzichtet man auf die
Darstellung von zwei der drei Raumdimensionen und fithrt alles auf die Darstellung
der Zeit und einer Ortskoordinate (entweder r; oder r) zuriick.

2.5.1 Relativistische Kausalitat

In der newtonschen Mechanik ist die Kausalitdt durch die absolute Zeit definiert.
Ein Ereignis A kann B dann und nur dann beeinflussen, wenn tg > t4 ist. In
der Relativitatstheorie verliert der absolute Zeitbegriff seine Bedeutung. Zudem
wird die Kausalitdt restriktiver, da nun ¢ eine Maximalgeschwindigkeit fiir jegliche
Wechselwirkung darstellt. In der Tat erfiillt die Bahn x = (ct,r) eines Lichtpulses,
der bei t = 0 in r» = 0 ausgesendet wird

T x =zt =nuate’ = At —r(t) = 0. (2.27)
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Abbildung 2.3: (a) Klassifikation aller Ereignisse beziiglich eines Referenzereignisses
bei 0 = (0,0) in Zukunft, Vergangenheit und raumartig. (b) Ein Ereignis E wird
in den zwei Koordinatensystemen S und S’, welche mit der Geschwindigkeit w =
tan ¢ gegeneinander bewegt sind, durch die Koordinaten (ctg,rig) bzw. (ct’y, r|g)
beschreiben. Die Koordinaten haben einen einfachen geometrischen Zusammenhang,
welcher in der Abbildung gezeigt wird. (¢) Geometrische Konstruktion mit der,
ausgehend von einer Laéngeneinheit im S-System, die Léngeneinheit im bewegten
S’-System festgelegt werden kann. Dazu konstruiert man den Schnittpunkt A der
Einheitshyperbel 72 — ¢?t> = 1 mit der 7 Achse. Die Linge OA legt somit die
Léangeneinheit im S’-System fest.

Es ist einfach zu sehen, dass fiir Objekte, welche sich mit v < ¢ bewegen, z -z > 0
gilt. Die Zukunft des Ereignisses 0 = (0,0) sind daher die Ereignisse mit -z > 0
und 20 > 0. Die Vergangenheit sind dementsprechend Ereignisse mit z - z > 0 und
29 < 0; vgl. die Diskussion nach (2.8).

Die relativistische Kausalitat verlangt, dass ein Ereignis A ein anderes Ereignis B nur
dann beeinflussen kann, wenn B in der Zukunft von A liegt, d. h. (zp —x4)? > 0 und
xOB > 24, Aquivalent kann ein Ereignis B von einem anderen Ereignis A nur dann
beeinflusst werden, wenn A in der Vergangenheit von B liegt. Auf Grund der Tatsache,
dass orthochrone Lorentz-Transformationen sowohl As? als auch das Vorzeichen von
Az? invariant lassen, stimmen alle Bezugssysteme iiber die Definition der Zukunft
und Vergangenheit und damit der relativistischen Kausalitéat iiberein.

Ereignisse mit « - < 0 sind von 0 raumartig entfernt und stehen daher in keinem
kausalen Zusammenhang (weder Zukunft noch Vergangenheit). In der newtonschen
Mechanik gibt es keine solchen raumartigen Entfernungen, da alle Ereignisse entweder
in der Zukunft oder der Vergangenheit liegen. Die mo6glichen kausalen Zusammen-
hénge kénnen schon in einem Minkowski-Diagramm zusammengefasst werden, siehe

Abbildung 2.3(a).
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e ct’
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I 3
3TE
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Abbildung 2.4: Darstellung in einem Minkowski-Diagramm, dass zueinander bewegte
Beobachter feststellen, dass die Uhr im jeweils anderen Bezugssystem langsamer geht.
Die Ereignisse F und E’ finden im entsprechenden Bezugssystem jeweils um drei statt
(d. h. eine ruhende Uhr zeigt 3). Der andere Beobachter ist bewegt und registriert,
dass das Ereignis im anderen Bezugssystem nach 3 stattfindet. Die Situation ist daher
vollkommen symmetrisch, da beide Beobachter feststellen, dass die Uhr im jeweils
anderen Bezugssystem langsamer geht.

Da der Abstand As? Lorentz-invariant ist, stimmen alle Beobachter (in Inertialsyste-
men) iiber den kausalen Zusammenhang zweier Ereignisse iiberein.

2.5.2 Lorentz-Boosts

Es ist instruktiv, sich zu iiberlegen, wie man einen Lorentz-Boost A(x) in einem
Minkowski-Diagramm darstellt. Wie schon oben erwéhnt, beschrinken wir uns auf
die Darstellung von Ereignissen mit 22 = 22 = 0. Damit werden Ereignisse nur
noch durch ihre zweidimensionale Raumzeitkoordinaten (¢, 1) bestimmt. Lorentz-
Transformationen sind keine Drehungen der (ct, r1)-Ebene, da sie nicht den euklidi-
schen Abstand c?t? + 72 sondern den Minkowski-Abstand ¢*t? — r? invariant lassen.
Man kann die Richtung der Koordinatenachsen des bewegten S’-Systems beziiglich des
S-Systems einfach bestimmen. Die ct’-Achse ist bestimmt durch 0 = r} = v(r1 — wt),
d. h. ¢t = (¢/w)ry. Somit bildet die ct’-Achse mit der ct-Achse den Winkel 9 mit

twﬂ:%. (2.28)
Wegen der Beziehung |w| < ¢ erhdlt man sofort, dass || < m/4 auberdem gilt
tand = tanh x. Analog erhdlt man, dass die Position der r{-Achse bestimmt ist
durch 0 = ¢ = y(t — wry/c?). Damit bildet die 7f-Achse mit der r1-Achsen auch
den Winkel ¥. Wie in Abbildung 2.3(b) gezeigt, werden damit die Achsen fiir w > 0
yzusammengeklappt®.

Nach Konstruktion bewegt sich ein Lichtstrahl immer entlang der Winkelhalbieren-
den in die positive t-Richtung. Um die korrekte Lorentz-Transformation zwischen
den Bezugssystemen zu erhalten, miissen sich die Langeneinheiten auf den Achsen
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bei der Transformation d&ndern. Dazu koénnen wir verwenden, dass eine Lorentz-
Transformation den Abstand c¢?*t? — r? invariant lisst. Insbesondere gilt fiir alle
Ereignisse, welche sich bei der Einheitslinge befinden, dass 72 — ¢?t> = 1. Wie in
Abbildung 2.3(c) ersichtlich ist, schneidet diese Einheitshyperbel die 7} Achse an dem
Punkt A. Nach der Invarianz des Abstands muss dieser Punkt bei (0,1) sein. Damit

ist die r}-Achse gegeniiber der r1-Achse gestreckt.

Den Streckungsfaktor kann man durch eine einfache Uberlegung erhalten: alle Punkte
auf der rj-Achse sind im S-System gegeben durch tan® = ¢t/r;. Der Schnittpunkt
mit der Einheitshyperbel liegt demnach bei (1 — tan?9)r? = 1, womit man die

FEinheitslange
_ 14+ w?/c?
0A = /r? + 22 = \/(1 + tan2 9)r? = T—uwtj (2:29)

auf der r{-Achse des S’-Systems erhélt. Die Langeneinheiten des S’-Koordinaten-
systems muss daher um den Faktor 0A > 1 gestreckt gezeichnet werden, sowohl
auf der r-Achse als auch (auf Grund der Symmetrie) auf der ct’-Achse. Erst mit
der Reskalierung des S’-Koordinatensystems wird die Koordinatentransformation,
wie von der speziellen Relativitatstheorie verlangt, symmetrisch. Zum Beispiel zeigt
Abbildung 2.4, dass jeder Beobachter feststellt, dass die Uhr im jeweilig anderen
Bezugssystem langsamer geht.
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Kapitel 3

Relativistische Mechanik

Wie wir im Kapitel 1 gesehen haben, ist die newtonsche Mechanik nicht mit dem
Relativitatspostulat vertraglich. In der speziellen Relativitatstheorie miissen wir daher
die Gesetze der Mechanik kovariant unter Lorentz-Transformationen machen. Da
Vierertensoren ein festes Transformationsverhalten aufweisen, vgl. Anhang A, miissen
die Gleichungen der neuen Mechanik Tensoren derselben Stufe gleichsetzen. Als
Nebenbedingung sollte sich im Grenzfall v < ¢ die alte Mechanik wiederfinden.

3.1 Vierergeschwindigkeit

Die Bewegung eines Objektes wird durch die Bahnkurve 7(¢) mit der Geschwindigkeit
v(t) = r festgelegt. In relativistischer Schreibweise wird die Bahn zu einer Weltlinie

z(A) = [ (N)] = [et, r ()] = [ct(A), ()] (3.1)

mit 7(\) = r(£(\)) und A einem beliebigen Parameter, welcher die Weltlinie parame-
trisiert. Wie im Kapitel 2 erldutert, werden Transformationen zwischen verschiedenen
Inertialsystemen von einer Lorentz-Transformation A mit 2’ = Az geleistet. Daher ist
x# ein kontravarianter Vierervektor.

Man mochte nun gerne den Begriff der Geschwindigkeit auf einen Vierervektor
verallgemeinern. Um das zu erreichen, muss z(7) nach einem Lorentz-Skalar abgeleitet
werden, welcher im Grenzfall v < ¢ mit der Zeit tibereinstimmt. Wie in (1.17) erldutert,
bildet die Eigenzeit

7(t) = /Otdt/ V1—v(t)?/c? = /j::)\/nm,dx“dw”/c (3.2)

gerade ein Lorentz-Skalar. In der Tat ergibt sich aus der Transformation =’ = Az
einer Weltlinie die Invarianz der Eigenzeit

z'(t') z(t)
() = / T d T — / i daide? = 7(t).
z'(0) z(0)

25
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Um die Parametrisierung in (3.1) bezugssystemunabhéngig zu machen, ist es sinnvoll
A = 7 zu setzen. Die Ableitung der Weltlinie nach der Eigenzeit ergibt den kovarianten

Vierervektor d dt da(t
u(r) = B _ LA ) 1e, o) (33)

mit y(¢) = [1 — v(t)%/c?] "2, den wir als Vierergeschwindigkeit bezeichnen. Aus dem
Vierervektor u* kann man durch Kontraktion mit sich selbst einen Lorentz-Skalar
erhalten. In der Tat gilt u-u = u,u” = v?(c* —v?) = ¢? und damit ist  immer auf ¢
normiert und nur 3 Parameter sind unabhéangig.

3.2 Energie-Impuls-Beziehung

Mit der Vierergeschwindigkeit konnen wir unmittelbar den Impuls p zu einem kovari-
anten Viererimpuls

(»") = (", p) = mu = my(c,v) (3.4)

verallgemeinern. Im nichtrelativistischen Grenzfall, wenn v <« ¢ und v — 1, stimmen
die rdumlichen Komponenten von p* mit dem nichtrelativistischen Impuls iiberein.
Der rdumliche Anteil bleibt daher fiir ein kréftefreies Teilchen in einem Inertialsystem
erhalten. Da p* ein Vierervektor ist, bleibt auch der komplette Viererimpuls p* in
jedem Inertialsystem erhalten. Analog kann man schliefsen, dass der Gesamtimpuls
P = Zjvzl p; von N Teilchen mit den Viererimpulsen p; in jedem Inertialsystem
erhalten bleibt.

Die Frage ist nun, welcher Erhaltungsgriofe die Zeitkomponente p° in der nichtrelati-
vistischen Physik entspricht. Entwickelt man p" nach v/c ergibt sich

1
pOZL:mc+§m02/0+.... (3.5)

N

Man erkennt sofort, dass p°c bis auf die Konstante mc? mit der kinetischen Energie
Eyin der newtonschen Mechanik iibereinstimmt. Dies veranlasst die Identifikation
E = p°, so dass

E=p"c=Ey+ Fgn, mit Ey=mc. (3.6)

Die Ruheenergie Ey = mc? ist gerade Einsteins beriithmte Formel. Die relativistische
Energie enthélt im Gegensatz zur nichtrelativistischen Physik einen Ruheenergie-
beitrag, der nur von der Masse des Objektes abhédngt. Anders als in der nichtrelati-
vistischen Physik kann Masse in der Relativitatstheorie vernichtet werden und die
entsprechende Energie in andere Energieformen umgewandelt werden.

Betrachten wir dazu als Beispiel den (symmetrischen) Zerfall eines Teilchens in
zwei Teile. Im Ruhesystem des Teilchens hat man am Anfang den Viererimpuls
P = (Mc,0) mit M der Gesamtmasse des Teilchens. Nach dem symmetrischen
Zerfall ist der Gesamtimpuls P* zusammengesetzt aus dem Impuls zweier Teilchen
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mit Masse m, welche sich mit der Geschwindigkeit v bewegen. Die Teilchen haben
den Viererimpuls ym(c, £v) mit v = (1 — v?/c?)~1/2, welche sich zum Gesamtimpuls
P* = 2ym(c,0) addieren. Aus der Erhaltung des Viererimpulses kénnen wir nun

folgern, dass
2m = M+/1 —v2/c2 < M (3.7)

d. h. die Gesamtmasse ist nicht erhalten. Die Ruheenergie des Massendefekts ist
gerade gegeben durch

1
(M —2m)c* = 2mc?(y — 1) = 2§mv2 +... (3.8)

und daher gleich der nichtrelativistischen Energie der Zerfallsprodukte (fiir v <
c¢). Beim Zerfall des Teilchens wird daher Ruheenergie in kinetische Energie der
Zerfallsprodukte umgewandelt.

Aus der Tatsache, dass die Lange von p* einen Lorentz-Skalar bildet, erhdlt man
zudem die relativistische Energie-Impuls-Beziehung'

p-p=pupt = (E/c)® —p*=m’c (3.9)

welche nach Konstruktion in allen Inertialsystemen gilt.

3.3 Bewegungsgleichung

Mit dieser Vorarbeit ist es nun mdglich, die Mechanik lorentzkovariant zu formulieren.
Am einfachsten geschieht dies mit dem Lagrange-Formalismus. In diesem Formalismus
ordnet man jeder Weltlinie x(t) = [ct, r(t)] eine Wirkung?

S[r(t)] = /tldt L(r,v,t) (3.10)

to

zu, mit der Lagrange-Funktion L und v = ». Das hamiltonische Prinzip verlangt, dass
die Bahn eines Teilchens durch ein Extremum der Wirkung mit 65 = 0 charakterisiert
ist. Dabei werden verschiedene Weltlinien mit festgehaltenen Endpunkten »(tg) = 7o
und 7(¢1) = r1 miteinander verglichen. Das Extremalprinzip fithrt daher mit partieller
Integration auf

t1 3 t1 3 d
0=068= [ dt > [0, L)dri + (00,1001 —/ dt <ar L-2a, L) Src.
o ; ( K ) ( K ) t o ]; K dt Uk
Da die Variation dr(t) mit dr(tg) = dr(t1) = 0 beliebig ist, folgen aus dem hamilton-
schen Prinzip die Euler-Lagrange-Gleichungen
d OL 0L

!Beachten Sie den Unterschied p - p = p.p* = n..p"p” und p* = p* = Zi:l P2
2Wir verwenden die Zeit ¢ in einem Bezugssystem S als Kurvenparameter \.
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welche die Rolle der Bewegungsgleichungen spielen. Aus der Bedingung §S an die
Bahn ist direkt ersichtlich, dass die Bewegungsgleichung kovariant wird, solange die
Wirkung S ein Lorentz-Skalar ist.

3.3.1 Kraftefreies Teilchen

In der nichtrelativistischen Mechanik wird ein kréftefreies Teilchen durch die Lagrange-
Funktion Ly = %mUZ beschrieben. Fiir eine relativistische Verallgemeinerung der
Bewegungsgleichungen eines kréftefreien Teilchens bendtigen wir eine Wirkung, welche
ein Lorentz-Skalar ist und im Grenzfall v < ¢ das nichtrelativistische Verhalten
reproduziert. Wie wir in (3.2) gesehen haben, ordnet die Eigenzeit einer Weltlinie
gerade ein Lorentz-Skalar zu. Ein natiirlicher Ansatz ist daher Sy = —mc?7, wobei
der Vorfaktor Ey gerade so gewéhlt wurde, dass Sy die Einheit einer Wirkung hat. In

der Tat erhalten wir
1
So = —mc*r = —mc? /dt V1—v2/c? = /dt (—m02 + §mv2 +.. .), (3.12)

so dass die relativistische Lagrange-Funktion

Lo = —mc?\/1 —v2/c2 (3.13)

im Grenzfall v < ¢ bis auf die Konstante mc? gerade mit der nichtrelativistischen
Lagrange-Funktion eines kraftefreien Teilchens iibereinstimmt. Die relativistischen

Bewegungsgleichungen

d dp
- F _ .14
o (ymw) o 0 (3.14)

erhélt man als Euler-Lagrange-Gleichungen zu Ly.

In dieser Form ist es allerdings nicht direkt ersichtlich, dass die Gleichung (3.14)
kovariant ist. Um die Kovarianz explizit zu machen, bemerken wir, dass wegen der
Energie-Impuls-Beziehung (3.9) mit (3.14) auch p° festgelegt wird. In der Tat erhalten
wir durch Differentiation von (3.9) nach ¢

d®  p dp  dp

_p 4 _ 4P 3.15
“at TP a0 (3.15)

so dass wir die manifestkovariante Gleichung dp"/dr = 0 finden.

3.3.2 Teilchen in einem Potential

In der galileischen Physik betrachtet man oft ein Teilchen in einem skalaren Potential
V(r,t). Das entsprechende Problem ist in der relativistischen Mechanik nicht wirklich

3Im Prinzip kénnen sich die Wirkungen in den verschiedenen Inertialsystemen auch um einen
Faktor unterscheiden.
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zielfiihrend. Das Problem ist, dass, startend von einem skalaren Potential V', das
Potential in einem anderen Bezugssystem automatisch auch von der Geschwindigkeit v
abhéangig wird. Deshalb ist es besser, direkt von einem Vektorpotential zu starten, das
an die Geschwindigkeit koppelt. Ein weiterer Punkt ist, dass es gar keine physikalische
Kraft gibt, welche durch ein skalares Potential beschrieben werden kann, da die
Gravitationskraft nicht kovariant formuliert ist und daher nur die elektrodynamische
Kraft in das relativistische Konzept passt.

Die Elektrodynamik kommt direkt mit einem Skalar- ¢(r,¢) und einem Vektorpoten-
tial A(7,t). Die Wirkung der elektrodynamischen Felder auf ein Teilchen mit Ladung
q wird in der klassischen Mechanik durch die Lagrange-Funktion

L=Lo+ v - A—qp (3.16)
C

beschrieben. Ersetzt man nun die freie Lagrange-Funktion Ly = mv?/2 durch die
relativistische Verallgemeinerung (3.13), sieht man, dass die Wirkung

S = /dtL— /dT me® + u A /dT me® + u“A) (3.17)

schon kovariant ist, falls A = (A*) = (¢, A) wie ein Vierervektor transformiert.*

Fiir den Fall, dass A = 0 in einem Bezugssystem, erhélt man ein Teilchens in einem
skalaren Potential V(r,t) = q (7, t). In diesem Spezialfall haben die Euler-Lagrange-
Gleichungen die Form
dp
dt
mit p = ymv und F = —VV der Kraft, welche auf das Teilchen wirkt. Die Bewe-
gungsgleichung (3.18) wird oft in der Vierernotation

=F (3.18)

dp*

— = K# 3.19

dr ( )
geschrieben, mit K* der Minkowski-Kraft. Die Raumkomponenten der Minkowski-
Kraft ergeben sich direkt aus (3.18) als K = v F, mit vdr = dt. Die Zeitkomponente
KO der Minkowski-Kraft wird aus der zusétzlichen Bedingung

Ktu,, = — (utuy,) =0 (3.20)

dar T o dr

bestimmt, d. h. die Viererbeschleunigung du*/dr o< K* steht immer senkrecht zur
Vierergeschwindigkeit. Damit erhélt man die komplette Minkowski-Kraft als®

(K") = y(v - F/c, F). (3.21)

“Wir werden im Kapitel 4 sehen, dass A* sich in der Elektrodynamik gerade wie ein Vierervektor
transformiert.

® Ausgeschrieben in Komponenten ergibt (3.20) K*u, = vc¢K° —yK - v = v¢K° — *F - v = 0,
was man einfach nach K° auflésen kann.
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Wie fiir das kréftefreie Teilchen ist die 0-Komponente von (3.19) ein Ausdruck der
Energieerhaltung. In der Tat erhalten wir

dE  dp°
_ W . F 22
at  Car 7Y (3.22)

Damit entspricht v - F' der Leistung, welche die dufsere Kraft F' am Teilchen leistet
und E = ¢p® ist (bis auf die Konstante mc?) der kinetischen Energie des Teilchens.

Wir wollen nun im allgemeinen Fall mit A # 0 aus L die Euler-Lagrange-Gleichungen
herleiten. Dafiir brauchen wir die einfach zu beweisende Zwischenresultate

3
oL q 04 oL q
7= g 29
87’k 8rk Z l@rk vy, VMU + ok
3
d OL dpk q 8Ak aAk
d ——=—+- .
b dt Oy, dt + c ( ot + ; ory Ul)

Wir erhalten damit die Bewegungsgleichungen

— gE) + %(v A B); (3.23)

eines Teilchens, auf das die Lorentz-Kraft Fy, = ¢E + qu A B/c im elektrischen Feld
E = -V — 0;A/c und magnetischen Feld B = V A A wirkt.’

Beachten Sie, dass in Anwesenheit eines Vektorpotential der kanonische Impuls
Pkan = Op L = p+¢qA/c nicht mit dem kinematischen Impuls p = ymuw iibereinstimmt.
Insbesondere bezieht sich die Energie-Impuls-Beziehung (3.9) auf den kinematischen
und nicht auf den kanonischen Impuls.

Man kann die Bewegungsgleichung eines Teilchens in einem elektromagnetischen Feld
auch in eine explizit kovariante Form bringen. Dafiir definiert man den (zweifach-
kovarianten) elektromagnetischen Feldstérketensor (Faraday-Tensor) als

04, dA,
ozt dxv
Der Tensor F),, ist antisymmetrisch und hat daher 6 unabhingige Komponenten.
Durch explizites nachrechnen erhilt man, dass die Komponenten”

0 B Ey, E;

|-B. 0o -B; B
Fw)=\_g, B, 0o -8B
“E3s —-By By 0

Fl = (dA),, = (3.24)

(3.25)

SWir bezeichnen mit v Aw zwischen Dreiervektoren das Vektorprodukt v x w. Fiir Vierervektoren
wird es zum allgemeineren, duferen Produkt (v A w)*” = v*w” — vYw*, siehe Kapitel 3.4.

"Im Allgemeinen enthilt ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe in der Minkowski-Raumzeit
gerade einen Polarvektor E und einen Axialvektor B.
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direkt durch das elektrische und das magnetische Feld gegeben sind. Die Bewegungs-
gleichung lasst sich damit kovariant in der Form von (3.19) schreiben, wobei die
Lorentz-Kraft zu der manifestkovarianten Minkowski-Kraft®

_K“::%Pw”m,:fﬂqqu/qfiyL (3.26)

wird. Aus der Antisymmetrie von F' erhidlt man direkt, dass die Nebenbedingung
K#Fu, = 0 erfiillt ist, vgl. Gl. (3.20).

Teilchen in einem homogenen elektrischen Feld

Die Form der Bewegungsgleichung (3.19) stellt sicher, dass auch bei konstant wirkender
Kraft, die Lichtgeschwindigkeit niemals tiberschritten wird. Als Beispiel betrachten
wir ein Teilchen mit Masse m, das einem homogenen elektrischen Feld E = (Ej,0,0)
ausgesetzt ist. Es sei v(0) = 0, so dass die Bewegung nur in die z-Richtung verlauft.
Wir erhalten die Bewegungsgleichung

d v (t) B d sinh x(t) _ qFEy . (3.27)

— =c
dt,/l—vl(t)g/cg dt m

mit der Rapiditdat y definiert durch v; = ctanhy. Die Lésung ist daher gegeben
durch sinh x = at/c, was

B at _Jat, |t < c/a,
ui(t) = VI+ (at/c)? {c, [t| > c/a (3.28)

entspricht. Obwohl die Geschwindigkeit bei ¢ saturiert, nimmt die Energie

2

E = \/MT;TW = mc*\/1 4+ (at/c)? (3.29)

immer weiter zu. Dasselbe gilt wegen E? — p2c? = m2¢* fiir den relativistischen

Impuls.

Es ist auch aufschlussreich, die Weltlinie eines Objektes, das eine konstante Be-
schleunigung erfiahrt zu berechnen. Die Bahn eines Raumschiffs, das sich mit einer
konstanten Beschleunigung bewegt, ist gegeben durch

2 2
/dx sinh x = —+/1 4+ (at/c)?
a

n@—KWmM—Z

12
= konst. + % +.o... (3.30)

8Man beachte, dass der magnetische Teil keine Arbeit verrichtet v - Fr, = v - E. Weiterhin erh&lt
man F*” durch F,, mit der Ersetzung E — —FE.
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Damit ist die Bahn des Raumschiffs einfach einer Hyperbel wéhrend in der newton-
schen Mechanik die Bahn eine Parabel ist. Eine wichtige Grofe ist die Eigenzeit

_ /tdt/ — Ul(t’)zi/cz / B carsmh(at/C)’ (3.31)
0

welche die Zeit im lokalen Bezugssystem des Raumschiffs misst.”

Mit der Hyperbelbahn des konstant beschleunigten Raumschiffs lasst sich das Zwillings-
paradoxon auflésen: am Anfangszeitpunkt tg = —7'/2 befindet sich das Raumschiff
am Ort xg = r1(—=7/2). Stellen wir uns nun vor, dass einer der Zwillinge in das
Raumschiff einsteigt, wihrend der andere ruhend am Ort xq verbleibt. Zum Zeitpunkt
t1 = T/2 befindet sich das Raumschiff dann wieder am selben Ort z¢g = r1(7/2).
Fiir den ruhenden Zwilling ist dazwischen die Zeit T vergangen. Der andere Zwilling
dagegen misst die Eigenzeit (3.31) im Raumschiff. Fiir ihn ist daher die kiirzere Zeit

2carsinh(aT'/2c)
a

7(T/2) —7(=T/2) = <T (3.32)
vergangen. Damit ist bei erneuten Zusammentreffen am Ort zy der beschleunigte
Zwilling jiinger als der ruhende. Alle Beobachter werden mit dieser Aussage iiber-
einstimmen. Anders als bei der Zeitdilatation zwischen zwei Inertialsystemen, siche
Abbildung 2.4, ist die Situation hier nicht symmetrisch, da nur einer der Zwillinge
beschleunigt wurde.

Teilchen in einem homogenen magnetischen Feld

Als zweites Beispiel wollen wir nun den Fall eines Teilchens in einem homogenen
magnetischen Feld B = (0,0, By) anschauen. Es sei die Anfangsbedingung v(0) =
(vo,0,0) so dass die Bewegung nur in der zy-Ebene verlduft. Die Bewegungsgleichung

hat die allgemeine Form

p=2vAB. (3.33)
C

Da E/mc? =« gilt und ein Magnetfeld keine Arbeit leistet, bleibt  erhalten. Setzen
wir die Beziehung p = m~yw in (3.33) ein und schreiben die Gleichung in Komponenten,
erhalten wir

1')1 = WV, 1}2 = —Wl1 (3.34)

mit der Larmorfrequenz w = qBy/mcy. Die Gleichungen werden gelost durch

v1(t) = vg cos(wt), va(t) = —vp sin(wt). (3.35)

9Parametrisiert durch die Eigenzeit, hat die Bahn des Raumschiffs die einfache Form 7 (r) =

(c?/a) cosh(cr/a).
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Eine weitere Integration fiithrt auf die Bahnkurve
r1(t) = psin(wt), ro = pcos(wt). (3.36)

Wir erkennen, dass sich das Teilchen auf einer Kreisbahn mit Radius p = vy/w =
quoBo/mey bewegt.

Wegen der Konstanz von ~ ist die Eigenzeit einfach gegeben durch 7 = t/~. Ein
Beobachter, welcher sich auf der Kreisbahn bewegt, wird daher feststellen, dass er
die Eigenzeit 27 /w7y fiir einen Umlauf benotigt. Auch hier gibt es keine Symmetrie
zwischen den zwei Bezugssystemen, so dass alle Beobachter iibereinstimmen, dass die
Winkelgeschwindigkeit yw gemessen im beschleunigten Bezugssystem grofier ist als
die im Laborsystem.

3.4 Drehimpuls

In einem geschlossenen System gilt neben der Energie- und Impulserhaltung, welche
sich in der Relativitdtstheorie in der Erhaltung des Viererimpulses p* wiederfindet,
in der newtonschen Mechanik auch die Erhaltung des Drehimpulses L = r A p. Die
Erhaltung des Drehimpulses hat ihren Ursprung in der Isotropie der physikalischen
Gesetze.

Es zeigt sich, dass die relativistische Verallgemeinerung des Drehimpulses auf den
antisymmetrischen Drehimpulstensor'’

0 —cN! —¢N2 —eN3\ M

1
py [ 2 T Z i N cN 0 L3 _L2
L (x A p) o*p¥ — 2¥p eN? L, 0 I
cN® Ly I 0
0 | —cNt
= < ~NTzrp > (3.37)

fiihrt, vgl. (3.25). Hier haben wir den neuen Vektor N = (E/c?)r — pt = my(r — vt)
mit v = E/mc?, vgl. (3.4), eingefiihrt, welcher auch das dynamische Massenmoment
genannt wird.

Betrachten wir nun N Teilchen, welche sich in einem abgeschlossenen System befinden.
Wie wir im Kapitel 3.2 am Beispiel des Viererimpulses schon gesehen haben, ist
die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses L = Z;V: 1 Lj nur dann kovariant, wenn der

komplette Drehimpulstensor L* = Zjvzl (Lj)* erhalten bleibt. Damit muss auch das
Massenmoment IN = Z;VZI N; erhalten bleiben. Da auch die Gesamtenergie cP? =

Dass L in der newtonschen Mechanik als Vektor aufgefasst werden kann, ist dem speziellen
Status des Vektorproduktes in drei Dimensionen geschuldet. Im Allgemeinen ist L = x A p durch das
duflere Produkt von x und p gegeben. Daher ist L*” ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe mit
sechs unabhéngigen Komponenten in der vierdimensionalen Raumzeit.
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Zj-vzl E; erhalten bleibt, lasst sich die Erhaltung des dynamischen Massenmoments
umschreiben als

AN S (B —pjt)

= = R — V't = konst. (3.38)
N N
Zj:l E; Zj:l Ej
Damit sehen wir, dass sich der ,mittlere Ortsvektor
N
- Eir;
R= L;j o~ (3.39)
Zj:l Ej
gleichméfig mit der Geschwindigkeit
2 N
c D
VvV — M (3.40)

- N
Zj:l Ej

bewegt. Die Gleichung (3.39) liefert eine Erweiterung des Schwerpunktsbegriffs in
den relativistischen Kontext. In der Tat gilt im Grenzfall, dass alle Geschwindigkeiten
klein sind, dass F; ~ mjc2. Damit erhalten wir die klassischen Ausdriicke

N N
N s Ay
23_1 3T und vV — 23_1 p;j

N N :
Zj:l m; Zj:l sumy;

Es ist jedoch zu beachten, dass R im Allgemeinen gerade nicht wie die Raumkompo-
nenten eines Vierervektors transformiert. Damit héngt der Schwerpunkt auch vom
Beobachter ab und ist nicht einfach relativ zu den Teilchen festgelegt.

R= (3.41)



Kapitel 4

Kovariante Formulierung der
Maxwell-Gleichungen

Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass die Maxwell-Gleichungen schon dem
einsteinschen Relativitéitsprinzip geniigen. Dies ist keine Uberraschung, da das Prinzip
auf der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen beruht; eine
Tatsache, welche in den Maxwell-Gleichungen bereits beriicksichtigt ist. Wir werden
eine manifest kovariante Formulierung des Elektromagnetismus kennenlernen und
feststellen, dass die Maxwell-Gleichungen keiner Korrektur bediirfen. In der Tat ist
die spezielle Relativitdtstheorie dazu da, die Mechanik mit der maxwellschen Theorie
kompatibel zu machen, ohne letztere zu verdndern.

4.1 Invarianten des Feldes

Aus dem Faraday-Tensor F),, lassen sich Invarianten (Skalare) bilden, welche sich
beim Ubergang zu anderen Inertialsystemen nicht &ndern. Diese sind wichtig, da man
damit eine skalare Wirkung bekommt, deren Euler-Lagrange-Gleichungen kovariant
sind. Es ist klar, dass sich aus F},, der Skalar

1
o P P = B? - E? (4.1)

und der Pseudoskalar! )
—ge“WTFWFM =F B (4.2)

bilden lassen. Der pseudoskalare Charakter von E - B ist sofort klar, da es sich um
ein Produkt eines polaren (E) und eines axialen (B) Vektors handelt.

"Wir fithren hier den total antisymmetrischen (Levi-Civita) Tensor £“°7 ein (mit der Kon-
vention £°'?* = 1). Der Levi-Civita-Tensor ist ein (invarianter) Pseudotensor, denn es gilt
P10 = A AP LAY A% e = det(A)e™P°.

35
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Durch die Invarianz von E? — B? erhilt man sofort, dass, falls £ > B in einem
Bezugssystem gilt, auch £/ > B’ in jedem anderen Inertialsystem gilt. Ebenso ergibt
sich aus der Invarianz von E - B, dass Beobachter in allen Inertialsystemen damit
iibereinstimmen, ob E und B einen stumpfen oder spitzen Winkel bilden.

4.2 Homogene Maxwell-Gleichungen

Die homogenen Maxwell-Gleichungen koppeln nicht an Ladungen. Ihre Aussage ist,
dass man zur Beschreibung der Physik der elektromagnetischen Felder E und B auf
die Potentiale ¢ und A {ibergehen kann. In der Tat folgen die homogenen Maxwell-
Gleichungen direkt aus der Existenz des Potentials A*. Mit F,, = 0A,/0x" —
0A, /0" kénnen wir durch einfaches Nachrechnen iiberpriifen, dass 2

OFH 1 oF,
= g7 — 4.3
oxH 28 oxH (4.3)

gilt; hier haben wir den dualen Feldstarketensor F*¥ = %E'“V 97 Fyr eingefithrt, dessen

Divergenz nach (4.3) verschwindet. Der duale Feldstéarketensor hat die Komponenten

0 -By —By, —DBjs
B 0 E; —E,
By, —E; 0 B
By Ey —E 0

(F) = (4.4)

Man erhélt ihn aus F'* durch die Ersetzung E — B und B — —FE. Damit fiihrt die
Bedingung der verschwindenden Divergenz von F fiihrt auf die homogenen Maxwell-
Gleichungen

110 i 1.
38];MHV.B:0, aa];uH—EB—V/\E:O. (4.5)

4.3 Wirkung des elektromagnetischen Feldes

Die Gesamtwirkung des elektromagnetischen Feldes mit NV geladenen Teilchen lasst
sich aus den Bestandteilen S = Sy + S, + Sy, zusammensetzen. Der Anteil S, ist
die freie Wirkung der Teilchen und ist nach Kapitel 3.3.1 gegeben durch

N
Sy = — ijCQ /de. (4.6)
j=1

2Zum Beispiel gilt "7 79?A, /(0x™dx") = 0, da € antisymmetrisch in 7 < p ist, wihrend der
Rest symmetrisch ist. Gleiches gilt auch fiir den zweiten Term.
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Die Wechselwirkung der Teilchen mit dem elektromagnetischen Feld iiber die Lorentz-
Kraft wird durch S,,; beschrieben. Nach Kapitel 3.3.2 ist dieser Anteil gegeben
durch

Sy = —ZqCJ/A(xj).uj drj = —Z(JCJ/A(xj) . dz (4.7)

mit der Ladung ¢; des j-ten Teilchens, welche die Rolle der Wechselwirkungskonstanten
spielt.

Den letzten Summanden Sy haben wir bis jetzt nicht kennengelernt. Er beschreibt
die intrinsische Dynamik der Felder E, B bzw. F),,. Im Allgemeinen folgen Feld-
gleichungen als Euler-Lagrange-Gleichungen einer Lagrange-Dichte L£;. Aus der
Lagrange-Dichte erhélt man durch Integration iiber den Raum die Lagrange-Funktion
Ly=] dr L 7- Nach einer weiteren Integration iiber die Zeit erhalten wir dann die
Wirkung Sy = [dt Ly = [dY L, wobei wir das Maf dY = dtdV = dtd>®r in der
Raumzeit eingefiihrt haben. Mit dem allgemeinen Transformationssatz fiir Integrale
erhdlt man, dass das Maf ein Lorentz-Skalar ist. In der Tat fithrt ein Variablen-
wechsel 2/ = Az auf dY' = | det A| dT mit der Funktionaldeterminanten det A = +1.
Die Eigenschaft, dass Sy ein Skalar sein muss, ist daher dquivalent dazu, dass die
Lagrange-Dichte Ly ein Lorentz-Skalar ist.

Wir wissen, dass die Maxwell-Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder linear
sein miissen, damit sie dem Superpositionsprinzip geniigen. Daher muss £; quadratisch
in F},, sein. Da zudem die Maxwell-Gleichungen erster Ordnung in Zeit und Ort sind,
diirfen in £y keine Ableitungen von F),, vorkommen. Der einzige Skalar, der diesen
Anforderungen geniigt, haben wir in (4.1) kennengelernt. Wir setzten daher

1 1
Sy =157 [ AT Fw ™ = o /dT (E? — B?), (4.8)

wobei der Vorfaktor so gewahlt wurde, dass wir als Euler-Lagrange-Gleichungen die
Maxwell-Gleichungen im gaufischen Einheitensystem erhalten.

Es ist oft hilfreich, auch die Materie durch Felder auszudriicken. Dazu geht man von
den Teilchen mit den Koordinaten r;(t) iiber auf die Ladungsdichte

Z qj 0 Ir - r;(t)], (4.9)

welche man meistens als kontinuierliche Funktion der Ortskoordinate r auffasst.
Obwohl die Ladung g; ein Skalar ist, gilt dasselbe wegen der Lorentz-Kontraktion
nicht fiir die Ladungsdichte. In der Tat ist erst dg = p d>r invariant unter Koordina-
tentransformation. Weil dY = dt d®r auch ein Skalar ist, transformiert p wie dt, das
heisst wie die Ortskomponente eines Vierervektors. In der Tat ldsst sich der Ausdruck
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(4.9) zur Viererstromdichte?

N
4 .
B = Jz::lqjc/dx“ W (z — z;) qu dt e —7i()] = (ep, J)*  (4.10)
erweitern. Die rdumlichen Komponenten bilden den Stromdichtevektor
N
j=1
Es gilt die Beziehung

9 (dw? 53 [r — Tj(t)]> BCAIE D — ()] + 1 - VOO [r —r;(1)] (4.12)

0
6t5( = rj()] =75 Vi, 60 — ()] = 0.
Daraus folgt die Kontinuitétsgleichung
ajt  dp
= =— 4.1
g ot Y (4.13)

in manifest-kovarianter Schreibweise. Mit der Viererstromdichte lasst sich die Wirkung
schreiben als

N
1 .1 )
—;/mCQde - c/dT At — m/dTFWF“ : (4.14)

4.4 Inhomogene Maxwell-Gleichungen

Das hamiltonsche Prinzip angewendet auf (4.14) liefert zwei Arten von Gleichung.

Zuerst kann man die Felder als konstant voraussetzen und die Bahnkurven variieren.

Dies fiihrt fiir jedes Teilchen zu der relativistischen Bewegungsgleichung (3.23). An-

dererseits kann man die Bahnkurven (und damit j#) invariant lassen und die Felder

variieren. Dies liefert Gleichungen, welche den Einfluss der Materie auf die Felder be-

schreiben. Die Gleichungen fiir die Felder erhalt man als Fuler-Lagrange-Gleichungen
0 oL oL

= 4.1
Oxv 8(0A,/ox)  0A,’ (4.15)

fiir die Potentiale A Hierbei ist zu beachten, dass die Lagrange-Dichte £ = L,y +
Ly = —Auj"/c — F,F* /167 keinen Beitrag des Materieanteils Sy, der Wirkung
enthalt, da dieser mcht von A, abhéngt.

SHier bezeichnet (z) = [t,7;(t)] die Bahn des j-ten Teilchens und dz die Integration entlang
dieser Bahn.
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Zuerst werten wir die partiellen Ableitungen der Lagrange-Dichte nach den Potentialen
aus. Wir erhalten (da F),, nur von 0A,/0z" abhingt)

oL 1 oL 1 OF, 1
e 1 — = = % — M, 4.1
04, <’ 90A,J017) 81 0(0A,/01)  4rm (4.16)
Damit werden die Euler-Lagrange-Gleichungen zu
0 47
A — 4.1
57 - (4.17)

Setzen wir in (4.17) p = 0, erhalten wir

V.- -E=A4np. (4.18)
Mit p = j ergeben sich zusétzlich die drei Gleichungen
10F 47
-—— - VAB=——j. 4.19
c Ot ¢ (4.19)

Zusammen bilden (4.18) und (4.19) die inhomogenen Maxwell-Gleichungen. Die
Kovarianz dieser Gleichungen folgt direkt aus der Aquivalenz mit (4.17).

Bilden wir die Viererdivergenz von (4.17) erhalten wir

O*Fr A 9jF

dxhdz ¢ da¥’
Die linke Seite verschwindet identisch, da sie eine Kontraktion eines symmetrischen
Tensors 9% /0x#dx” mit einem antisymmetrischen Tensor F** darstellt. Damit erhal-

ten wir die Kontinuitatsgleichung 9j#/0x* = 0, siehe (4.13).

(4.20)

4.5 Transformation der elektromagnetischen Felder

Da die Felder E und B Komponenten des antisymmetrischen Feldstarketensors £},
sind, konnen wir deren Transformationsverhalten aus dem allgemeinen Transformati-
onsgesetz F l/U/ = A,7A,"F,; herleiten. Unter einer speziellen Lorentz-Transformation
erhalten wir aus F' = A(—x)FA!(—x) nach kurzer Rechnung®

Ei = Fy, Bi = By,
Ej = ~(E; — $Bs), Bj = ~(By + BE3),
E3 = ~(E3 + Bs), By = ~(Bs — BE»). (4.21)

Wie in (2.17) kann man dieses Resultat auf einen allgemeinen Lorentz-Boost verallge-
meinern und wir erhalten

1
E|I|:E||, Ei:'y(EJ_%—Cw/\BJ_),

1
BIII = By, Bj_—’Y(BL—CW/\EJ_). (4.22)

“Man beachte, dass A,”(x) = A", (—x).
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4.6 Feld einer bewegten Ladung

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen haben in der kovarianten Schreibweise die

Form (4.17). Um die homogenen Gleichungen zu 16sen, kénnen wir das Potential A
einfithren, welches die Gleichung auf die Form

02 AY A

OA* — = 4.23

8$M3m” ‘7 (423)

mit dem d’Alembert Operator 0 = §?/c?0t?> — V2. Da die Potentiale nur bis auf

einen Gradienten festgelegt sind® kann man zusitzlich die Bedingung A” /0x, = 0

stellen, was man die Lorenz-Eichung nennt. Damit erfiillt das Vektorpotential die

Wellengleichung

OAk = 41]' (4.24)

Man kann die allgemeine Losung von (4.24) mit Hilfe der greenschen Funktion D(z)
bestimmen, welche die inhomogene Gleichung

OD(z) = 6™ (x) (4.25)

l16st. Mit bekannten Methoden aus der Fourieranalysis kann man zeigen, dass

1 e—ik#:p”
D,(z) = — d*k 4.26
(z) (2m)4 / ktk,, + 0% sgn(ko) (4.26)

die obenstehende Gleichung fiir D(x) 16st, wobei der imaginédre Term im Nenner, wie
wir unten zeigen werden, dafiir sorgt, dass D,(x) fiir #° < 0 verschwindet, womit D,
zur retardierten greenschen Funktion wird.

Fiir die Integration iiber kg benétigen wir die Pole des Integranden in (4.26). Diese
befinden sich bei k:oi = +|k| — i0%. Falls 2° < 0 muss der Integrationsweg wegen
des Faktors e~%*07° in der oberen komplexen Halbebene geschlossen werden. Da der
Integrand in diesem Halbraum keine Pole hat, verschwindet das Integral. Fiir den
Fall, dass z° > 0, muss der Weg in der unteren Halbebene geschlossen werden. Dabei
liefern beide Pole k:(j)[ einen Beitrag, und wir erhalten®

Dy(x) = o / it (IR

(27 ) K|
@ dk COS 0 ikr cos 0 5ln(th)
(2m k
O(t O(t)
=50, /0 dk sin(kr) sin(ckt) = - d(ct —1) (4.27)

5Man nennt die Tatsache, dass sowohl A als auch A’ auf denselben Felstirketensor F = F’
fithrt solange A, = Aj, + Ox/dz" mit einer beliebigen Funktion x(x) die Eichfreiheit der Maxwell-
Gleichungen.

®Hier bezeichnet § den Winkel zwischen k und  und k = |k|.
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wobei O(t) die Einheitssprungfunktion ist. In der Form D,.(x) = ©(z%)§(z - z) /2 ist
es einfach zu sehen, dass die Funktion D, (z) auch wirklich ein Lorentz-Skalar unter
orthochronen Lorentz-Transformationen ist.”

Die allgemeine Losung der Maxwell-Gleichung (4.24) ist daher gegeben durch
4
AM(z) = Af(a) + / 2! Du(z — ') (2') (4.28)

mit Ap(z) einer Losung der homogenen Wellengleichung. Da wir annehmen, dass die
Quelle in Raum und Zeit lokalisiert ist, verschwindet im Grenzfall 2° — —oo der
zweite Term und Ag(z) entspricht der einlaufenden Losung zur Anfangszeit.

Betrachten wir eine Punktladung ¢, welche sich auf der Bahn 7(¢) (im System .S)
bewegt, dann ist die Ladungs- und Stromdichte gegeben durch

p(r,t) = ¢6¥[r —r(1)), J(rit) = qu®)6@[r —r()]  (4.29)

mit v(t) = 7(t) der Geschwindigkeit in S. Diese Dichten konnen in kovarianter Form
geschrieben werden, indem man die Weltlinie des Teilchens durch die Eigenzeit 7
parametrisiert. Durch einfaches Nachrechnen kann man sich iiberzeugen, dass die
Viererstromdichte

() = qe / dr b ()6 [z — 2(7)] (4.30)

die kovariante Formulierung von (4.29) darstellt. Das Einsetzen von (4.30) in (4.28)
(mit Af(z) = 0) und anschliefender Integration iiber 2’ liefert

AF(x) =2¢q /dT u“(T)@[J:O — xO(T)](S[(x — (7)) (x — x(1))]. (4.31)

Die verbleibende Integration iiber 7 liefert nur bei 7yt einen Beitrag falls © — z(7yet)
ein Nullvektor ist mit 2% > 2%(71); d. h. der Beitrag kommt vom Riickwirtslichtkegel
ausgehend vom Beobachtungspunkt x. Wegen der Bedingung || < ¢ gibt es nur einen
solchen Schnittpunkt, siehe Abbildung 4.1. Damit erhélt man das Viererpotential

AM(z) = [ qur(7) : (4.32)

uy (T)(2 = 27(7)) | 1

wobei sich ,ret darauf bezieht, dass die Teilchenposition und die Teilchengeschwin-
digkeit an der retardierten Zeit 7 = Tyt ausgewertet werden miissen. Das Potential
(4.32) heit Liénard-Wiechert-Potential.

Fiir Anwendungen ist es oft niitzlich, das Potential in Raum- und Zeitkomponenten
aufzuteilen. Mit Rn = r — 7(tyet), R = c(t — tyet) erhalten wir

uy [zt — 2 (Tret)] = 702(t —tret) =YV [P = P(tret)] = yeR(1 —v-n/c);

"Mit der allgemeinen Formel §[f(z)] = >, 0(x =)/ (;)], wobei z; die (einfachen) Nullstellen
von f(x) sind, erhilt man sofort ©(¢)d(ct — r)/r = O(t)[5(ct — ) + 8(ct +7)]/r = 20()5[(ct)* — r?].



42 KAPITEL 4. MAXWELL-GLEICHUNGEN

Clret]

Riickwartslichtkegel

>

Abbildung 4.1: Nur der Schnittpunkt z#(7et) der Weltlinie z#(7) mit dem Riickwérts-
lichtkegel ausgehend vom Beobachtungspunkt z liefert einen Beitrag der Ladung,
welche sich auf x#(7) bewegt, zum Potential am Punkt x.

dabei beschreibt R der Abstand und n die Richtung von r — 7 (t.et). Somit sind die
Potentiale gegeben durch

= [t A= [, o

4.7 Doppler-Effekt

In der Herleitung von (4.26) haben wir den Viererwellenvektor k* = (w/c, k) mit
kyxt = wt — k - r eingefiihrt. Aus der Elektrodynamik-Vorlesung ist bekannt, dass
das elektromagnetische Feld einer monochromatischen Lichtwelle durch

E(z) = Ecos(kyz!) und B(x) = kA E(x) (4.34)

gegeben ist, wobei £ L k die (lineare) Polarisation festlegt und k=k /k ist. Da die
Maxima und Minima der elektromagnetischen Felder messbar sind, muss die Phase
k,azt ein Lorentz-Skalar sein und damit &, ein kovarianter Vierervektor. Mit (2.17)
erhalt man daher die Transformationsregeln

W =y(w-w- k), ki =k — ww/c?), K =k (4.35)

Fiir Lichtwellen gilt die relativistische Dispersionsrelation kg = w/c = |k|, so dass k|
und &k durch w und den Winkel 6 zwischen k und w festgelegt sind mit k; = cwsiné
und k|| = cwcosf. Aus (4.35) erhélt man, dass sich diese Groken wie

K’ ind
W' = yw(l — Bcosh), tand = —+= = S

k|’| v(cos € — ) (4:36)
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transformieren die erste Formel beschreibt die relativistischen Doppler-Verschiebung,
wahrend die zweite Formel die Lichtaberation darstellt, vgl. (2.24).

Weiterhin moéchten wir die Transformationsregel der Amplitude £ zu bestimmen.
Dafiir werden wir verwenden, dass 12:, £ , B mit B = k A € eine orthonormale Basis
bilden. Um die Rechnung zu vereinfachen, wahlen wir das Koordinatensystem so, dass
w = (cf3,0,0)t. Die Felder €, B transformieren dann nach (4.21) und wir erhalten

E? = E2 4+ (& — BB3)? + 7% (&3 + BB2)?
= ~2E2[1 — 2B(EaB3 — E3y) + B2 (1 — BE — EP)]
= ~2E2(1 — 2Bky + B%k?) = 4221 — Bky)%;

}}ier haben wir die OrthonormalitiitAin der Form (é’ A B)l = E9Bs — E3BBy = ky und
k? + &2 + B} = 1 verwendet. Mit k; = cos konnen wir die Transformation der
Wellenamplitude im Allgemeinen schreiben als

1-— 1 /
_ 600898 o £ —1—500895,'

- JI-F

& (4.37)

4.8 Energie-Impuls-Tensor

Analog zum Ubergang von der Lagrange-Funktion zu der Hamilton-Funktion in
der Teilchenmechanik, kann man von der Lagrange-Dichte zur Hamilton-Dichte
ibergehen. Betrachten wir zuerst den Fall freier Felder mit S,,; = 0. Dann héngt £
nicht explizit von x,, ab und wir erwarten, dass es einen Erhaltungssatz gibt, der mit
der Energiedichte

1 A,
— oM, L= —MFW?%V — 6", Ly (4.38)

oo 0L, 04,
8(0A, /0zt) Dz

verbunden ist. In der Tat erhalten wir nach kurzer Rechnung, dass

ore, 1 9 (FwaAo) K,

oz~ Ax Ok ox” ox?
N PA; |1 OF,F
4 Oxtzxy 16w  OxY
2
:_LFW 9" A, iFuaaF/‘U
4 Oxtzy 8w oxV

(4.39)

1 %A 1 0%A 9% Ar
E— i iy /e 7 _ =
ir Owrar | 8w <8x“8x” Qo Oz > 0

wobei wir im zweiten Schritt die Bewegungsgleichung 0 F#? /0x* = 0 verwendet haben.
Integriert man die Gleichung (4.39) tiber den Raum bei fester Zeit, erhélt man dass

or# 19 o . 10
0= /d3’l" 835# = Cat/d?)r TOV + /d37" %T‘jy = Cat/dg’l“TOV, (440)
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wobei wir angenommen haben, dass die Felder und damit T"” geniigend schnell
abfallen, so dass die Integration iiber die Divergenz keinen Beitrag gibt. Damit
bekommen wir die Erhaltung 0P* /0t = 0 des Vierervektors

c

PH = 1/d3r T, (4.41)

welchen man mit dem Viererimpulsvektor des elektromagnetischen Feldes identifizieren
kann.

Der Tensor T ist durch die Eigenschaft OT*" /Ox* = 0 nicht eindeutig festgelegt. In
der Tat konnen wir zu TH” einen beliebigen Viererdivergenz 9y**? /0x° eines Tensors
Y mit Y7 = —p?Y* addieren, ohne dass sich der Viererimpuls P* &ndert. Wir
kénnen den Energie-Impuls-Tensor eindeutig machen, indem wir die Zusatzforderung
stellen, dass der vierdimensionale Drehimpulstensor L#*” durch die gewohnliche Form

L = / (z#dP" — 2¥dP") = E / dr (" T — 27T (4.42)
C

gegeben ist. Genauso wie das Verschwinden der Viererdivergenz 0T /0x* die lokale
Formulierung der Viererimpulserhaltung darstellt,ergibt sich aus dem Verschwinden
der Viererdivergenz O(x*T" — zVT7")/0z7 die Drehimpulserhaltung OL* /0t = 0.
Die lokale Form der Drehimpulserhaltung erfordert daher, dass

O(xHTo — " TH)

— — TH — VM 44
0 pp (4.43)

d. h. TH ist ein symmetrischer Tensor.

Zur Symmetrisierung des Tensors in (4.38) fiigen wir den Term

Fro 94, 1 9(F*A,)

A Ox® 4w Ox°

hinzu. Damit erhalten wir den korrekt-symmetrisierten Ausdruck des Energie-Impuls-
Tensors des elektromagnetischen Feldes

1 1
THY _ o (_F/MFVU + ZnMVFm_FUT) (4.44)

Als Nebeneffekt hangt die symmetrisierte Form von T nur noch vom Feldstarketensor
und nicht mehr direkt von den Potentialen ab. Zudem gilt, dass er spurlos ist, mit
", =0.

o

Man kann den Energie-Impuls-Tensor direkt durch die Felder E und B ausdriicken.

Einsetzen von (3.25) liefert
oy _ u | S'e
(T <+9 et (4.45)
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mit der Energiedichte
1

= —(E*+ B? 4.46
u= g (E"+ 5%, (4.46)
dem Poynting-Vektor
c
S=—FEAB 4.47
= (4.47)

und dem maxwellschen Spannungstensor

1 1
Oh = [EkEl + ByB; — 5@(1&72 + BQ)} . (4.48)

Der lokale Erhaltungssatz 0T* /0x* enthilt das Poynting-Theorem (mit v = 0)

TR0 1
0:6 :<?:+V-S> (4.49)

OxH c
und die Impulserhaltung (mit v = j)

0= 8T“j . 1 GS] 80’jk

— 4.
Oz c? Ot ory, (4.50)

mit dem Impulsstromdichte o .

Durch Konstruktion ist auch die Drehimpulsdichte in der Form L*¥? = THY g% —THo gV

erhalten,

OLMve  Q(TH x® — THI V)
Oxt Ozt 0 (4.51)

Aus der Kontinuitdtsgleichung (4.43) erhélt man lokale Erhaltungsgrofen die den
Tensoren LY entsprechen. Wie im Kapitel 3.4 besprochen besteht dieser Tensor
sowohl aus der Drehimpulsdichte Ly o exm L%™ als auch aus dem Massenmoment
N* o L9%  welches mit der Erhaltung der Schwerpunksbewegung zusammenhéngt.

4.8.1 Erhaltungssitze in Anwesenheit von geladener Materie

Bis jetzt haben wir das ladungsfreie Feld betrachtet. Sind nun geladene Teilchen
vorhanden, so bekommt der Energie-Impuls-Tensor einen Beitrag der geladenen
Teilchen, den wir im Folgenden bestimmen mdchten. In Anwesenheit von Ladung,
ergibt die Divergenz des Energie-Impuls-Tensors

orit  4r oxr V7 Oxh 2 ox” (4.52)

ort, 1 (_ Fho OF,» oFrT 1 ot 8FUT> '
In diese Gleichung setzen wir die Maxwell-Gleichungen (4.3) und (4.17) in der Form

OF,.  OF, 0F, O0F%" dr
ox¥  Ox° oxm ' ozk ¢
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ein und erhalten

= (‘1F o e Sl “M”) |
X T

2 o0x° 2 ox7 oxH

Durch Umbenennung der Summationsindizes konnen wir leicht feststellen, dass sich
die ersten drei Terme gerade wegheben. Wir erhalten somit das Resultat
oTH 1

o = _EFWJ‘U. (4.53)

Die rechte Seite erhélt die Interpretation einer lorentzschen Viererkraftdichte (Viere-
rimpulsiibertrag pro 4D-Volumenelement).

Die Zeitkomponente der Gleichung (4.53) fithrt zu der Energieerhaltung

— S =—-3-FE 4.54
T +V. J- (4.54)
und die Raumkomponente fiihrt zu der Impulserhaltung
1 8SJ 60' ik 1 .
-— — =—|pE+ - B 4.
20 o pE + (3 A B) j (4.55)

des Feldes in Anwesenheit der Materie, beschrieben durch j* = (pc, j). Der Quel-
lenterm j - E in (4.54) beschreibt dabei genau die Leistung des Feldes auf geladene
Teilchen {iber die Lorentzkraft v - Fy, = qu - E, siehe (3.22). Die Quelle der Impulser-
haltung (4.55) ist nach dem zweites newtonsches Gesetz einfach die Lorentz-Kraft
F;, =qFE + qu A BJc.

Der Ausdruck (4.41), zeigt, dass man den Feldern (lokal) eine Energiedichte u = T
und eine Impulsdichte S;/c? = T%/c zuordnen kann. Diese erfiillen die lokalen
Erhaltungsgrofen (4.54) und (4.55). Dabei beschreibt S die Energie- und —o die
Impulsstromdichte. Die Quellenterme beschreiben den Energie- und Impulsiibertrag
Materie <+ Felder.

Eine weitere Moglichkeit, die lokale Energie-Impuls-Erhaltung auszudriicken, erhalt
man, indem man der Materie den Energie-Impuls-Tensor

TH (x Z/dT]m u 5(4) (x —x; ij

zuordnet, vgl. (4.10). Die Divergenz des Energie-Impuls-Tensor der Materie ist gegeben
durch

M(t) 53 [r —7;(t)] (4.56)

N
aj;:u ij e — 1 (¢)] (4.57)

wobei wir (4.12) benutzt haben. D1e Teilchen mit Ladung g; erfiillen die Bewegungs-

gleichung
du¥ ,
i _ Y pvo
) F"u, 4.58
mi— A U (4.58)
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siche (3.26), oder dquivalent

du¥ . dx.:
j 9 o W50
e — 4.59
"t T e dt (4.59)
Damit erhalten wir das Resultat
oTHY 1

=-F"%, 4.60
i (4.60)

fiir die Divergenz des Energie-Impuls-Tensor der Materie. Ein Vergleich mit (4.53)

zeigt, dass die Energieerhaltung des Gesamtsystems
oTle, (T +T4)
oxk oxH

=0 (4.61)

gilt.

4.8.2 Energie-Impuls-Tensor makroskopischer Korper

Analog zu (4.9) mochten wir eine Ansammlung von Massenpunkten als kontinuierliches
System auffassen mit der Massendichte

N
plrt) =Y mis®lr —ri(t)]. (4.62)
j=1

Wir beschreiben zuniichst den Energie-Impuls-Tensor T} im lokalen Ruhesystem.
Die Energiedichte T = puc? hat dann nur den Beitrag der Ruheenergie und die
Impulsdichte T verschwindet, T2 = T0 = 0.

Wir méchten ein isotropes System beschreiben, so dass im lokalen Ruhesystem die
Kraft in alle Richtungen gleich ist. Wir betrachten ein Flédchenelement d.S mit der
Normalen n. Der Impulsstrom durch dieses Fldchenelement ist gerade die Kraft

dFk = Ok dS, (4.63)

welche auf das Flachenelement wirkt. Die isotrope Kraft wird beschrieben durch den
Druck p beschreiben mit
dFk = —png ds. (4.64)

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke liefert den Spannungstensor og; = —pdy; und
damit den Energie-Impuls-Tensor

pc2 0 0 0
0 p 00O

Wy —

(TH") 0 0 p 0 (4.65)
0 00 p
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im lokalen Ruhesystem.

Um die Gestalt des Energie-Impuls-Tensors in einem allgemeinen Bezugssystem zu
finden, muss man ihn mit der Vierergeschwindigkeit u* = (¢, v) in eine kovariante
Form bringen. Der Tensor T#” muss so gewahlt werden, dass er im Ruhesystem mit
ut = (¢, 0) die obige Gestalt aufweist. Es ist einfach zu sehen, dass

TH = (M + %) utu” — pnt” (4.66)

dieser Anforderung geniigt.® Dieser Ausdruck stellt den Energie-Impuls-Tensor eines
makroskopischen Korpers dar. Aus (4.66) erhilt man direkt

_pc 4 pu?/c? . (pc? + p)v _ (u+p/Puu 5
12/ T 1—e2je2 R 1—v2/c? POkt

Aus dem Ausdruck (4.66) folgt sofort
T", = uc* — 3p. (4.67)
Durch die Stabilitdtsbedingung T%,, > 0 erhilt man damit die Ungleichung?

2
<t (4.68)

wobel das Gleichheitszeichen fiir massive Teilchen nie erreicht wird.

Wie schon bei (4.44) bemerkt, findet man, dass fiir den Energie-Impuls-Tensor des
Strahlungsfeldes (ohne Materie) 7%, = 0 gilt. Somit gilt fiir das isotrope Strahlungs-
feld der Strahlungsdruck (mit og; = —pdy;)

u
- . 4.69
p=73 (4.69)

Die Gleichung (4.69) ist die Zustandsgleichung des elektromagnetischen Feldes. Daraus

lasst sich mit Hilfe des ersten und zweiten Hauptsatzes ohne zusétzliche Annahmen
das Stefan-Boltzmann-Gesetz herleiten. Nach dem ersten Hauptsatz gilt

dU = TdS — pdV . (4.70)

), 7(%),

durch Ableiten nach V bei festgehaltenem T'. Der zweite Hauptsatz liefert die Maxwell-

Beziehung
v ), \oT),
$Man kann (4.66) auch durch Lorentz-Transformation des Ausdrucks im lokalen Ruhesystem

erhalten.
®Man erhilt diese Bedingung aus (4.56) mit T#, = >, [ dr m;c?d™ (x — a;) > 0.

Somit erhalten wir
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fiir die freie Energie. Aus (4.71) folgt mit U = «uV und p = u/3 unmittelbar

o TOu(T) _u(T).

u(l) = 55— = (4.72)

Aquivalent ergibt sich
dlogu(T) T 0u(T)

dlogT — w(T) OT

Die letzte Gleichung liefert nach Integration zum Stefan-Boltzmann-Gesetz u(T) oc T4.

= 4. (4.73)

4.8.3 Ideale Fliissigkeit

Wir betrachten eine Ansammlung von Massenpunkten mit Dichte p und (isotropem)
Druck p, welche sich lokal mit der Geschwindigkeit v(r,t) bewegen. Der Energie-
Impuls-Tensor T#” hat die Form

T = (u + %) utu” — pnt?
c
mit der lokalen Vierergeschwindigkeit ut(r,t) = [c,v(r,t)]/\/1 — v?/c?, siehe (4.66).

Falls die Massenpunkte eine ideale Fliissigkeit ohne Viskositdten darstellen, gilt die
lokale Energie-Impuls-Erhaltung!”

_orw P , out uou” vou 0 D Op
0= oz (M+c2) <u ogn T Y 8;1:“) tutu Ozt ('LH_ c2> Oz,

Nach Kontraktion mit wu, erhalten wir die Gleichung

=0

— b 2% I Ou” 2 ui Py _ u@
0= ('u—i_c?) (C Ox# tu " h e Oxt (M+ 02> Y n
O(put) out
_ 2
O T Pz

(4.74)

Im nichtrelativistischen Grenzfall gilt u* = (¢,v) und p < uc?. Damit vereinfacht
sich (4.74) zu der Kontinuitatsgleichung
o duut) _ On

8x# = aﬁ‘V(u’U)

Subtrahieren wir von 9T /0x#* die Gleichung (4.74) multipliziert mit u” /2, erhalten
wir die zuséatzliche Bedingungen

B P Mau” B dp  uMtu” Op
0= (,u—i— 02> Y ozn T O, TTE (475)

OWir nehmen an, dass die Massenpunkte ungeladen sind und daher keine Kopplung an das
elektromagnetische Feld stattfindet.
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Im nichtrelativistischen Grenzfall reduzieren sich die raumlichen Komponenten mit
v = j auf die Euler-Gleichungen
ov;  Op ov
e’ = = _
Ox# * or; Hot
welche die konvektive Zeitableitung des Geschwindigkeitsfeldes mit dem Druckgradi-
enten verbinden.

0= pu + p(v - V)v = —Vp,

Der Energietensor der idealen Fliissigkeit spielt in der Kosmologie eine zentrale Rolle,
weil die Bestandteile des Universums auf Grund ihrer schwachen Wechselwirkung
sich in guter Ndherung wie ideale Fliissigkeiten verhalten.

4.9 Thermodynamik

4.9.1 Schwarzkorperstrahlung

Das Relativitéatsprinzip erlaubt es uns aus dem planckschen Strahlungsgesetz
K, ;= hu;},g
T 4m3c2(efw'/ksT — 1)

(4.76)

fiir die Intensitét dI’ = K/ ,dw'd§) der Schwarzkorperstrahlung bei der Temperatur T
und der Kreisfrequenz w’ im Ruhesystem, die entsprechende Grofie im dazu bewegten
Laborsystem herzuleiten. Die Intensitat ist durch den Betrag des Poynting-Vektors
bestimmt. Fiir eine Lichtwelle (4.34) haben wir die Intensitiit dI o« |€ A B| o< &£2.
Aus (4.37) erhalten wir dI’/dI = +*(1 — Bcosf)? und mit den Formeln (4.36) fiir
die Doppler-Verschiebung der Kreisfrequenz und der Transformationsformel eines
Raumwinkelelements

P Sl s (4.77)
(1—Bcosh)2 '
siehe (2.26), finden wir
! =K, v} (1 - Bcosh). (4.78)

Das planckschen Strahlungsgesetz hat damit im Laborsystem die Form
K., hw?

Ko = ,YS(]_ — B cos 9)3 - 47T302[e(hw/kBT)'y(l—ﬁcosﬁ) _ 1]

(4.79)

Ein Vergleich mit (4.76) zeigt, dass sich die meisten Faktoren wegkiirzen und nur die
Doppler-Verschiebung w’ = yw(1 — S cos ) verbleibt.

Nach der Integration von (4.79) iiber alle Frequenzen erhalten wir die Richtungsab-
hiingigkeit der Intensitit der Schwarzkérperstrahlung'!

00 o T4
1(6) :/0 dw K, = T Foost) (4.80)

"'Wir verwenden das Resultat [;“dww®/(e® — 1) = n* /150"
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im Laborsystem mit der Stefan-Boltzmann-Konstanten o = 72k%/60h3c2. Die Inten-
sitdt ist in der Vorwértsrichtung mit 6 ~ 0 am groften, siehe Abbildung 2.2.

Die Gesamtenergie, welche im Hohlraum mit dem Volumen V' vorhanden ist, erhélt
man aus der Beziehung |S| = cu, welche fiir elektromagnetische Strahlung gilt. Damit
ergibt sich

1)  49°(1+ g8
U= V/dQ (C) _ 4 , 3P )JVT4 =1+ iU, (4.81)
wobei wir beriicksichtigt haben, dass V' = vV. Die Gleichung (4.81) kann man auch
direkt aus der Transformation u = T% = A%, (—x)A%, (—x)T"™ = 2 (v’ — B%0},) =
Y2 (u + %BQU’) erhalten, wobei wir verwendet haben, dass o017 = —p = —%u ist,
vgl. (4.69).

4.9.2 Ideales Gas

Wir erwarten, dass sich relativistische Effekte in der Behandlung von idealen Gasen
von Teilchen der Masse m in der statistischen Mechanik bemerkbar machen, sobald
die typische Geschwindigkeit viyp, gegeben durch mvfyp = kpT, vergleichbar mit der
Lichtgeschwindigkeit wird. Wir fiihren daher den dimensionslosen Parameter

C2 m02

o= == —- 4.82
thyp kBT ( )

ein. Im nichtrelativistischen Grenzfall gilt @ > 1 und man erreicht @ = 1 bei der
Temperatur 7. = mc?/kp. Relativistische Effekte in der Behandlung idealer Gase
sind akademisch, da T, fiir Wasserstoff bereits bei 1013 K liegt. Trotzdem wollen wir
die thermodynamischen Grofien fiir ein relativistisches ideales Gas bestimmen.

Die Energie eines Teilchens ist gegeben durch die Energie-Impuls-Beziehung

E(p) = /m2ct + p?c2. (4.83)

Die freie Energie hat die Form F' = —NkpgT log Z;, wobei (mit p = mesinh y)
Zn = V/d?’pe_E(p)/kBT =47V /Oodpp2e_E(p)/kBT
0

[ee]
=AxVm3ed / dy cosh y sinh? y e~ ®shX
0

_ grvmie Bl (4.84)
(6%

die Zustandssumme eines Teilchens ist; hie, haben wir die Macdonald-Funktion
zweiter Ordnung K (z) = [ dt cosh(2t) exp(—a cosh t) eingefiihrt. Die freie Energie
ist daher bis auf eine Konstante gegeben durch

F(V,T,N)=—=NkgT[logV + log Ks(«) — log a]. (4.85)
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Die restlichen thermodynamischen Gréften folgen aus den {iblichen Relationen

OF oF J(F/T)
__9r U=F_—T-— = _T . 4.86
P="5v aT dlog T (4.86)
Die erste Gleichung ergibt die Zustandsgleichung
NkgT
= 4.87
2l (487

welche mit derjenigen des nichtrelativistischen idealen Gases tibereinstimmt. Allerdings
wird die Gleichung fiir die innere Energie gedandert und wir haben neu (wir verwenden,
dass dlogT = —dlog «)

U= NkgT
B do

1- alegKQ(O‘)] . (4.88)

Fiir & > 1 haben wir die asymptotische Form Kjs(a) ~ /7/2ae™ und daher
dlog Ks(a)/dav ~ —1 — 1/(2cr) und

U~ NkgT(a+3) = Nmc* + $NkgT, (4.89)

was bis auf die Ruheenergie mit dem bekannten Resultat iibereinstimmt. Durch
Entwicklung von Ks(«a) zur néchsten Ordnung bekommt man die erste relativistische
Korrektur zur inneren Energie

_ 15kBT

AU = NEgT. 4.90
8mc? B ( )




Kapitel 5

Allgemeine Relativitatstheorie

Wir haben bis jetzt die Bewegungsgleichung eines Teilchens nur in Inertialsystemen
aufgeschrieben. Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass in nichtinertialen
Bezugssystemen zusétzlich Scheinkréfte auftreten. Die allgemeine Relativititstheo-
rie (ART) erweitert die spezielle Relativitatstheorie, indem sie auch nichtinertiale
Bezugssysteme als Bezugssysteme zuldsst. Wie wir spéter sehen werden, wird die
Gravitationskraft dann einfach als Scheinkraft in einem nichtinertialen Bezugssystem
uminterpretiert.

5.1 Geodatengleichung

Die Beschreibung von Scheinkriften in der Relativitétstheorie ist nicht so einfach,
da beschleunigte Bezugssysteme, wie wir in den Ubungen schon am Beispiel der
Thomas-Prézision gesehen haben, sofort zu gekriimmten Radumen fiihren. In diesen
Réaumen wird die Minkowski-Bogenlange ds, die eine Invariante darstellt, durch den
(differentiellen) Ausdruck (Metrik)!

ds? = g, (v)dz"dz” (5.1)

beschrieben, vgl. (2.4). Dieser Ausdruck ist physikalisch invariant, da ds/c die Ei-
genzeit eines Beobachters angibt, der sich auf einer Bahn von z* nach x* + dz#
bewegt. Hier ibernimmt die koordinatenabhéngige symmetrische Matrix g, (z) die
Rolle der Minkowski-Metrik 7,,, in einem Inertialsystem. In einem beliebigen anderen

Bezugssystem z/* = 2/F(z) gilt daher unverandert
ds® = g, (¢ )da' dz . (5.2)
Damit transformiert der metrische Tensor zweifach kovariant
axla 8x/7'
e (&) = g0 2 0T (5.3

'Es ist konventionell, fiir das Abstandsquadrat ds* = (ds)? zu schreiben, um die Anzahl der
Klammern zu minimieren. Falls benétigt, benutzen wir daher Klammern im Ausdruck d(s?) = 2sds.
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Geoddten x(7) (,kiirzeste® Verbindungen) dadurch charakterisiert, dass

$(2)

2
5/ d5:5/ dt \/ g (x)THiv 5.4
[ as= [t (5.4)

gilt, wobei die Endpunkte z(1) und z(?) festgehalten werden, vgl. (3.13). Wie bereits
in Kapitel 3.3.1 gesehen, bewegen sich kréftefreie Teilchen auf Bahnen, die einem FEx-
tremum der Eigenzeit [ dr = [ ds/c entsprechen. Dementsprechend folgen kriftefreie
Teilchen in der allgemeinen Relativitatstheorie Geodéten. Die Gravitation wirkt hier
als Scheinkraft, die die explizite Form der Geod&ten verdndert. Sie ist damit in der
Metrik ,yverborgen*.

Um einen Ausdruck fiir die Geodétengleichung zu bekommen, miissen wir die Wir-
kung (5.4) variieren. Es ist dabei zu beachten, dass die Variation nicht bei fester
Bogenlange, sondern bei festen Endpunkten durchzufiihren ist. Daher muss man eine
Parametrisierung einfiihren, deren Grenzen t() und ¢t fest sind, mit z(t(")) = 2
und z(t?) = 2, mit dem Ziel, die rechte Seite von (5.4) zu variieren. Die Variation
ist auf Grund der Wurzel ziemlich mithsam. In der Praxis verwendet man daher den
folgenden Trick. Man fithrt das Variationsproblem

(2)
0= 5/ dt N g (z)it 3 + N (5.5)
(1)

ein mit einer Hilfsfunktion A(¢). Die Variation von A(t) fiihrt auf die Bedingung,
dass )\_ng,:i:“jc” = 1, beziehungsweise g, /2" = A2, Am Extremum (d.h. auf der
Geodite) ist daher (5.5) von der Form 0 = § [dt \. Einsetzen von \ = (g, #"4")"/? =
ds/dt zeigt, dass das Variationsproblem (5.5) dquivalent zu (5.4) ist.

Parametrisiert man die Bahn nun durch c¢dr’ = A(t) dt erhélt man

Y T
1) ¢ dr!’ dr’
(2)

1 , dxt dx” ) ,
=10 [ @) G+ /(1) cdr . (5.6)
=0

Am Extremum entspricht dr’ = Adt/c = ds/c gerade der Eigenzeit dr auf der
Geodiite.” Damit haben wir gezeigt, dass (5.4) dquivalent ist zu

dx? dz” dz® dz?

solange die Bahn auf der Geodéte durch die Eigenzeit parametrisiert wird.

2Weg von der Geodite muss 7' natiirlich verschiedenen von der Eigenzeit sein, da wir /(Y 7/(2)
festhalten mochten, obwohl sich die Eigenzeit &ndert.



5.2. AQUIVALENZPRINZIP 95

Die Euler-Lagrange-Gleichungen zum Variationsprinzip (5.7) sind die Geodéatenglei-
chung. Aus (d/d7)(94yv 4+ L) — Oxv L = 0 folgen mit der Lagrange-Funktion aus (5.7)
die Beziehungen

d ( da,ﬁ) O9gap da® dx” d?zP N (2891,,3 B (9ga3) dz® dxP

0=2—\(gus— | — — = 2g, — . (5.8
dr 9B dr oxv dr dr 9B dr? Ox> Oxv | dr dr (5.8)

Multipliziert man diese Gleichungen mit der zu g, inversen Matrix g, erhélt man
die Bewegungsgleichungen (Geodétengleichung)
d%at(7)
dr?

dz® (1) dzP(T)
& dr (59)

= —Fuaﬁ
mit 7 der Eigenzeit und den Christoffel-Symbolen® (symmetrisiert iiber a < 3)

1 av 8 v 8 [
g = =g (89 + D ﬂ) . (5.10)

2 0xP Oz oz’

5.2 Aquivalenzprinzip

Bereits Newton hatte bemerkt, dass die trige Masse my, welche die Dynamik eines
Korpers in einem Inertialsystem via m;# = F' bestimmt, gleich der schweren Masse m
des Korpers ist, welche im Gravitationsgesetz F' = mgg auftritt. Diese Gleichheit ldsst
sich zum Beispiel durch Versuche mit Fadenpendeln verschiedener Zusammensetzung
testen, da deren Periode proportional zu +/my;/mg ist.

Geht man von der Aquivalenz schwerer und triger Masse aus, so kann man in einem
homogenen und stationéren Gravitationsfeld im freien Fall keine Gravitation messen.
Zum Beispiel gelten fiir N Massenpunkte mit paarweiser Wechselwirkung F'(r; — r)
im nichtrelativistischen Grenzfall die Bewegungsgleichungen

m;i; =mig+ Yy F(rj—rp), (5.11)
k

wobei die Vektoren r; beziiglich der Erde, welche die Gravitationskraft m;g erzeugt,
gemessen werden. Transformiert man nun auf das mitfallende System

1
r=r— §gt2, t'=t, (5.12)

ergeben sich die Bewegungsgleichungen

m;i = F(ri —r}). (5.13)
k

3Die Christoffel-Symbolen sind keine Tensoren, da sie nicht die richtige Transformationseigen-
schaften unter Koordinatentransformationen aufweisen.
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Eine Experimentatorin im frei fallenden System findet die gleichen Gesetze der
Mechanik wie ein Experimentator in einem Inertialsystem ohne Gravitationskraft.

Das Aquivalenzprinzip (Einstein 1907) verallgemeinert diesen Sachverhalt auf alle
Naturgesetze:

Gegeben ein Ereignis in einem beliebigen Gravitationsfeld, dann lasst
sich immer ein Bezugssystem finden, so dass innerhalb eines ausreichend
kleinen Gebiets die Naturgesetze dieselbe Form annehmen wie in einem
unbeschleunigten kartesischen Koordinatensystem in Abwesenheit von
Gravitationskraften.

Ein solches Bezugssystem wird als lokales Inertialsystem bezeichnet.? In einem lokalen
Inertialsystem gelten die Gesetze der speziellen Relativitédtstheorie. Die Gravitati-
onskraft ist lediglich eine Scheinkraft, die durch die Wahl eines geeigneten lokalen
Koordinatensystems eliminiert werden kann. Damit wird die Gleichheit von schwe-
rer und triger Masse zur Aquivalenz. Allerdings ist die Raumzeit im Allgemeinen
gekriimmt. Die Bewegungsgleichung eines kriftefreien Teilchens® wird durch die Geo-
détengleichung (5.9) beschrieben, wobei die rechte Seite die Rolle der Gravitationskraft
(dividiert durch die Masse des Teilchens) tibernimmt.

Als Beispiel betrachten wir die obige Transformation (5.12). Da das gestrichene
Koordinatensystem ein lokales Inertialsystem ist, gilt in ihm der Minkowski- Ausdruck
ds? = 2dt’”? — dr' fiir die Eigenzeit. Da die Eigenzeit invariant ist, findet man im
ungestrichenen System

ds? = dt”? — dr'* = Fdt? — dr? — g*?dt* + 2t g - dr dt = gy, (v)dxtdz”  (5.14)

mit der Metrik

22/ | att/e
gw(x)—<1 ggt/tc/ g_tlé ) (5.15)

Die einzigen nicht verschwindenden Elemente des Christoffel-Symbols sind dabei

gegeben durch
G5

Mo = 2

(5.16)

so dass die Geodatengleichungen die Form

e e (Y’
drz 7 arz ~ I\ ar
annehmen. Die erste Gleichung wird durch ¢t = ar + 8 gelost und die zweite ist dann

aquivalent zum newtonschen Gesetz mr = Fg mit der Gravitationskraft Fg = mg,
vgl. (5.11) ohne Wechselwirkung,.

“In einem lokalen Inertialsystem gilt I'*,5 = 0.
®In der allgemeinen Relativitéitstheorie ist ein Teilchen, auf das nur die Gravitationskraft und
nicht die Lorentzkraft wirkt, ein kréftefreies Teilchen, da erstere ja nur eine Scheinkraft ist.
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5.3 Entfernungen und Zeitintervalle

In der allgemeinen Relativitatstheorie konnen die Koordinaten x* beliebig gew&hlt
werden. Der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Bezugssystemen stellt die
invariante Eigenzeit dr = ds/c mit der Bogenliange (5.1) dar. Es stellt sich daher
die Frage, wie die allgemeinen Koordinaten mit den wirklichen Entfernungen und
Zeitintervallen, auf die sich alle Beobachter (Koordinatensysteme) einigen konnen,
zusammenhangen.

Wie in der SRT stellt die Eigenzeit 7 eines Raumpunktes eine kovariante Grofse dar,
namlich die Zeit, welche eine Uhr im lokalen Ruhesystem messen wiirde. Fiir so eine

Uhr gilt dz! = dz? = dz® = 0 und der Minkowski-Abstand ds ist dann einfach cdr.
Wir erhalten daher

ds? = *dr? = g, datdx” = goo(dax)?

und damit

1
dr = E‘/gogd:ro, (5.17)

woraus sich

1
T=" /dxo V900 (5.18)

als Beziehung zwischen der Eigenzeit und den Koordinaten z* ergibt.

Als Niéchstes wollen wir einen Ausdruck fiir die rdumliche Entfernung dl bestimmen.
Es ist nicht moglich, einfach im Ausdruck (5.1) dz® = 0 zu setzen, da in der ART die
Eigenzeit an verschiedenen Raumpunkten auf verschiedene Weise mit der Koordinate
dax® verkniipft ist.

Um die rdumliche Entfernung zu definieren, verwenden wir eine dhnliche Idee, wie bei
der Herleitung der Lorentz-Kontraktion in der SRT. Wir betrachten zwei infinitesimal
benachbarte Raumpunkte A und B mit den Koordinaten 27 und 27 + da’. Wir stellen
uns vor, dass am Ort B ein Lichtsignal zur Zeit 2% 4+ da® ausgesendet wird, welches
bei A zur Zeit 2 reflektiert wird und zu einem spiteren Zeitpunkt z° + dz’® am Ort
B (mit festen Raumkoordinaten dz? = 0) wieder detektiert wird, siche Abbildung 5.1.
Die dafiir benotigte Zeit dr (gemessen am Ort A) ist gerade die doppelte Entfernung
2dl/c zwischen den zwei Orten.

Der Minkowski-Abstand zweier Ereignisse ist gegeben durch

ds? = gipda?da® + 2g0;da®da? + goo(da®)?. (5.19)

Ereignisse, welche durch ein Lichtsignal verkniipft sind, erfiillen dabei ds? = 0.
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,,Zieit”
' N A B

Ax0 + dz/°

x

20

..

20 + da”
» . Ort”
7 x) 4 da?

Abbildung 5.1: Synchronization zweier benachbarten Koordinatensysteme an den
Raumpunkten A und B via den Austausch von Lichtsignalen. Ein Lichtpuls wird am
Ort B zur Zeit 20 + dz® ausgesendet, trifft den Spiegel am Ort A zur Zeit 2%, bevor
er am Zeitpunkt z° + da’® wieder am Ort B eintrifft.

Auflésen von ds? = 0 nach da® liefert die beiden Losungen

1 : :

dxd = QE [—gojd$] - \/(g()jgok - gjkgoo)dﬂdvrk]
1 ; i

dz’® = - [—gojdﬂﬁj + \/ (90j90k — 9jkgoo)da? dfﬂ’“]a

welche gerade dem Absenden und Empfangen des Lichtsignals am Ort B entspre-
chen. Die Eigenzeitdifferenz dr ist nun gerade dz'® — dz® multipliziert mit dem
Zeitdilatationsfaktor ,/gog/c. Die Entfernung dl ergibt sich daher zu

dI* = (cdr/2)* = ypda? da® (5.20)

mit der rdumlichen Metrik ‘
ik = —gjn + TI0E (5.21)

goo
Es ist wichtig sich zu erinnern, dass 7;; im Allgemeinen von x° abhingt, so dass
sich die raumliche Metrik mit der Zeit dndert. Es macht daher keinen Sinn, von
Entfernungen zu sprechen, die mehr als infinitesimal sind, da Entfernungen von der

Weltlinie abhéngen, auf der sie gemessen werden.

Wie in der SRT konnen Lichtsignale auch dazu verwendet werden, Uhren an ver-
schiedenen Raumpunkten miteinander zu synchronisieren und damit den Begriff
der ,Gleichzeitigkeit” festzulegen. Betrachten wir dazu wieder den Austausch von
Lichtsignalen zwischen den Raumzeitpunkten A und B. Wir definieren den Mittelwert
20 + (d2’® + dz®)/2¢ zwischen dem Zeitpunkt des Aussendens (2° + dz®) und des
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Empfangens (2% 4+ dz’°) des Lichtsignals am Ort B als gleichzeitig zur Zeit z° am
Ort A. Damit ist der Zeitunterschied At (gemessen mit der Zeitskala z°/c) zwischen
der Zeit am Ort B und der Zeit am Ort A gegeben durch

90 5 dﬂjj

1
At = (d” + da”) = (5.22)

c cgoo
Das Wissen um dem Zeitunterschied erlaubt es, die Uhren an den infinitesimal
benachbarten Positionen A und B beziiglich des Beobachters A zu synchronisieren.
Wir kénnen diese Synchronisation sukzessive fortsetzen, allerdings ist es nicht moglich
Uhren auf einer geschlossenen Kurve zu synchronisieren, da im Allgemeinen ¢ At # 0
gilt. Da in der allgemeinen Relativitdtstheorie Uhren an verschiedenen Raumpunkten
in demselben Bezugssystem unterschiedlich schnell gehen (goo héngt im Allgemeinen
von 27 ab) bleibt die Synchronisation auch nicht bestehen. Die Unmdglichkeit der
Synchronisation der Uhren ist jedoch eine Eigenschaft des Bezugssystems, da man
immer ein System wahlen kann mit go; = 0.

5.4 Beschleunigte Bezugssysteme

In diesem Kapitel untersuchen wir zwei einfache Beispiele beschleunigter Bezugssys-
teme in einem flachen Minkowski-Raum. Diese Beispiele kann man auch im Rahmen
der SRT abhandeln (was wir zum Teil in den Ubungen gemacht haben), wobei man
alles von einem Inertialsystem beschreibt und dann jeweils in das lokale Ruhesystem
transformiert. Ein Beispiel war der Ausdruck (1.17) fiir die Eigenzeit eines allgemein
beschleunigten Beobachters.

5.4.1 Ruhesystem eines konstant-beschleunigten Beobachters

Wir betrachten ein Bezugssystem, das einer konstanten Beschleunigung a entlang der
z-Richtung ausgesetzt ist. Ein Beispiel ist das Ruhesystem eines geladenen Teilchens,
welches einem homogenen elektrischen Feld E = (am/q,0,0) ausgesetzt ist. Da die
y- und z-Koordinaten von der Beschleunigung nicht betroffen sind, werden wir uns
auf die 2 x 2 Metrik im (ct, z)-Unterraum beschréanken. Die Bahn haben wir in (3.30)
bestimmt. Sie ist gegeben durch eine Hyperbel der Form

02

x = hcoshy = " 1+ (at/c)? (5.23)

mit dem Scheitelpunkt h = ¢?/a und sinhy = at/c, d. h. ¢t = hsinh x und dz/dt =
ctanh .

Wir wollen jetzt neue Koordinaten einfithren. Wir wechseln von x und ¢ auf h > 0
und x. Ein Beobachter, welcher in Ruhe beziiglich h ist, fiithrt daher eine konstant
beschleunigte Bewegung im Inertialsystem aus. Die Koordinate x beschreibt dabei
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Abbildung 5.2: Die Rindler-Koordinaten sind dar-
gestellt in der (t,z)-Ebene, welche eine flache
Minkowski-Raumzeit beschreibt. Die y-Achsen
(dunkel) verlaufen hauptséchlich horizontal und die
h-Achsen (hell) vertikal. Beide werden kollinear am
Rindler-Horizont mit 22 = ¢?t? (gestrichene Linie).

die Rapiditat (welche konstant anwéchst) und h die (inverse) Beschleunigung. Wir
erhalten

dx = cosh x dh + hsinh x dy, cdt = sinh x dh + h cosh x dx
und daher
ds* = c*dt* — da® = h* dx* — dh*. (5.24)

mit dem (diagonalen) metrischen Tensor

() = <]B2 _01> : (5.25)

welcher auch Rindler-Metrik genannt wird. Die Rindler-Metrik bezieht sich dabei auf
die Rindler-Koordinaten (z*) = (x, h). Dabei ist 2° = x eine zeitartige Koordinate (da
ds? > 0 fiir dx # 0 bei dh = 0) und 2! = h eine raumartige Koordinate (da ds? < 0
fiir dh # 0 bei dx = 0). Die Eigenzeit eines konstant-beschleunigten Beobachters (h
fest) ist gegeben durch

carsinh(at/c)

1 1

a

vgl. (3.31).

Die Rindler-Koordinaten stellen nur Ereignisse mit 0 < x < ¢t dar, siche Abbildung 5.2.
In der Tat liegen alle Ereignisse mit 2 = c?t?> bei h = 0, wo die Rindler-Metrik
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nicht mehr invertierbar ist. Somit stellt h = 0 den Rand der Rindler-Karte dar. Eine
weitere Besonderheit der Linie h = 0 kommt daher zustande, dass kein Beobachter,
welcher sich mit konstanter endlicher Beschleunigung (h = konst.) bewegt, Licht aus
dem Bereich mit ¢t > x empfangen kann.® Auch kann keiner der Beobachter Licht
in den Bereich mit ¢t < —x senden. Aus der Definition von h erkennt man zudem,
dass beim Horizont die Beschleunigung a divergiert. In diesem Sinne stellt die Linie
h = 0 ein (Ereignis-)Horizont dar, der sogenannte Rindler-Horizont. Wie wir spéater
sehen werden, entspricht dieser Horizont dem FEreignishorizont eines Schwarzen Lochs,
da die Rindler-Metrik genau der Schwarzschild-Metrik eines Beobachters mit fester
Entfernung zum Zentrum entspricht (entsprechend der Aquivalenz von Beschleunigung
und Gravitation).

5.4.2 Geoditen

Die Geodéten der Rindler-Koordinaten sind natiirlich einfach Geraden in den ¢, z-
Koordinaten. Es ist lehrreich, die Geodétengleichung (5.9) in diesem einfachen Fall
direkt zu 16sen, um diese Tatsache zu ,iberpriifen”. Die meisten Christoffel-Symbole
verschwinden. Die einzigen nichtverschwindenden Elemente sind %; =T%y=h""t
und I'lgg = h. Ausgeschrieben lauten die Geoditengleichungen (5.9) daher

d*>x  2dxdh d’h dx dx
aX —0 an ax ax _
dr? + hdr dr ’ dr? + dr dr

0. (5.27)

Die erste Gleichung ist dquivalent zu

SR

mit der allgemeinen Losung dy/dr = ca/h?, a € R. Zudem wissen wir, dass fiir ein

massives Teilchen
o ds (X (dh)*
dr? dr dr

gilt, woraus sich dh/drT = +cy/a?/h? — 1 ergibt (und damit h < «). Zusammen mit
der Gleichung fiir dy/dr erhalten wir

h
Z— = +hy/1— h2/a?.
X

Es ist hilfreich, die Variable A durch 8 zu ersetzen mit

+3 = artanh(y/1 — h?/a?) = arcosh(a/h).

SKommunikation mit dem Bereich ¢t > z ist allerdings nicht prinzipiell unméglich. Zum Beispiel
kann ein Beobachter stehenbleiben und dann den Rindler-Horizont iiberqueren, so dass er danach
Signale aus dem Bereich ¢t > x empfangen kann.
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Somit gilt dlogh/dx = tanh 5. Man zeigt direkt, dass

ag darcosh(a/h) 1
OF - L2 ) tanh f = Feee
dx dlogh anhf = F /1= h2/a?

und damit 8§ = —x + Bo, Bo € R. Fiir die Geschwindigkeit folgt damit

tanh 8 = —1

v _ldx _ [d(hsinhy) L d(hcosh ) _ tanhx + (dlogh/dx)
c cdt dx dx 1+ (dlogh/dx) tanh x
= tanh(8 + x) = tanh fp,

d. h. sie ist konstant entlang der Geodéten. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Geoddte am
Ort xg = h mit
cosh 8 = cosh By = a/|xg],

d. h. g = /1 — v2/c? . Die Integrationskonstanten 3y und « bestimmen daher
die Geschwindigkeit v und die Anfangsposition xg. Die Geodéten sind somit Geraden

T = xqg+ vt

in den urspriinglichen Koordinaten.

5.4.3 Unruh-Effekt

Der Unruh-Effekt kommt daher zustande, dass die Quantenfluktuationen des elek-
tromagnetischen Feldes fiir einen beschleunigten Beobachter wie eine Schwarzkdrper-
strahlung aussehen. Die Geschwindigkeit eines Beobachter der konstant beschleunigt
wird (h fest) nimmt stetig zu. Daher wird die Frequenz einer Quelle im Inertialsys-
tem immer mehr Doppler-verschoben. Als Beispiel betrachten wir eine ebene Welle
proportional zu ¢ = e!@tehw/c welche sich entgegen der Beschleunigungsrichtung
ausbreitet. In den Rindler-Koordinaten hat die Welle die Form

Y = exp (theXw/c), (5.28)

dabei entspricht der Faktor heX gerade der Blauverschiebung. Fiir den beschleunigten
Beobachter (h fest) hat die Welle das Spektrum”

0o ) 2
S(Q) x S(Q) = ‘ / dr e (5.29)
—o0
mit der Eigenzeit 7 = hx/c = cx/a.
Das Integral S kann berechnet werden, und wir erhalten
~ 2mh 1
S(Q) === (5.30)

T Qc e2mhQ/c _ 1’

"Man beachte, dass w — w + i07 und Q — Q — 07 fiir die Konvergenz. Diese Verschiebungen
entsprechen der Beschreibung der Emission (w) und Absorption (£2).
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unabhéngig von der Frequenz w im Ruhesystem. Die Spektralverteilung sieht aus wie
die Schwarzkorperstrahlung bei einer Temperatur

he ha

Ty = = .
v 2rkgh  2wkpc

(5.31)

5.5 Rotierendes Bezugssystem

Wir wollen als zweites Beispiel den Fall eines gleichformig rotierenden Bezugssystem
mit Winkelgeschwindigkeit €2 untersuchen. Da keine Beschleunigung entlang der Rota-
tionsachse auftritt, beschrénken wir uns auf die Diskussion der zwei Raumrichtungen
orthogonal zur Rotationsachse. Wir bezeichnen die Koordinaten im unbewegten
Inertialsystem mit ¢/, 2,7/ mit der Metrik

ds* = dt’”* — da’? — dy”. (5.32)

Die (Polar-)Koordinaten im rotierenden System bezeichnen wir mit r, ¢, t. Sie hingen
via 2’ = rcos(p+Qt),y = rsin(p+Qt),t' = ¢ mit den Koordinaten im Inertialsystem
zusammen. Setzen wir dies in (5.32) ein, erhalten wir

ds® = (& — %) dt? — dr? — r? dp® — 2Qr? dt dop, (5.33)

was der Metrik
A2A—-0%2 0 —Qr?
Gu)=| 0 -1 0 (5.34)
—Qr? 0 —r?

in den Koordinaten (z#) = (¢, r, ¢) entspricht; diese Metrik wird Born-Metrik genannt.
Das rotierende Koordinatensystem macht nur Sinn fiir r < ¢/€. Danach wird ggo
negativ auf Grund der Tatsache, dass die Rotationsgeschwindigkeit grofser als die
Lichtgeschwindigkeit wird.

In einem rotierenden Bezugssystem kénnen die Uhren nicht mehr an allen Orten
eindeutig synchronisiert werden. Berechnet man namlich die Zeitdifferenz entlang
einer geschlossenen Kurve parametrisiert durch r(p), erhalten wir aus (5.22)

1 fgo;,,;, 1 Qr2dyp
At=—=¢ Zda! = 5 ¢ ——— . 5.35
c f 900 EEl 02r2/c? (5:35)
Im Fall  kleiner Rotationsgeschwindigkeiten Q2r < ¢ konnen wir den Nenner entwi-
ckeln. Wir erhalten QO 50
At == [ r’dp="78 5.36
3 [rae=73 (5.36)
mit S, der von der geschlossenen Kurve umschlossenen Fliache (mit Vorzeichen).

Dieses Resultat liefert direkt die Erkldrung des Sagnac-Effektes, welcher 1913 von
Georges Sagnac gefunden wurde. Betrachten wir einen Lichtstrahl, der sich (z. B. in
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einem Wellenleiter) entlang der Kurve r(¢) ausbreitet. Die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit ist ¢, wenn die Uhren entlang der Bahn des Lichtstrahls synchronisiert sind
und die Eigenzeit zur Zeitmessung herangezogen wird. Wir sind interessiert an der
Laufzeitdifferenz von zwei Lichtstrahlen, welche sich mit oder entgegen der Rotati-
onsrichtung ausbreiten in tiefster Ordnung in Qr/c. Der Unterschied zwischen der
Weltzeit ¢ und der Eigenzeit 7 ist gegeben durch 1/,/goo = 1 + O(2r/c)? und damit
subdominant. Fiir den Lichtstrahl, der sich mit der Rotationsrichtung ausbreitet,
erhalten wir mit (5.36) die Laufzeit

L 20
At = =+ =|S]
C C

mit L der Lange des Wellenleiters; der zweite Term tritt hier auf Grund der Synchro-
nisation der Uhren auf. Entgegen der Rotationsrichtung erhalten wir hingegen die

Laufzeit
L 2

Aty = — — —?\S!

c c
Damit wird die Laufzeitdifferenz At = 4Q|S|/c?, was der Phasenverschiebung
Ap = 2mcAt/) entspricht. Lasst man die beiden Lichtstrahlen in einem Sagnac-
Interferometer miteinander interferieren, erh&lt man daher ein Interferenzmuster
mit der Periodizitit Ay = 27Z. Sagnac-Interferometer werden dazu verwendet,

Rotationen absolut zu messen.

Als néchstes wollen wir die rdumliche Metrik -y, bestimmen. Mit (5.21) erhalten wir

7“2

dI* = dr® + ——5—55do".
" +1—QQT2/C2 4

(5.37)

Berechnen wir damit den Kreisumfang bei festem Radius r, erhalten wir

2m T 2mr

= > 27r.

U= d
0 c)0\/1—927“2/62 V1= Q2r2/c2

Ein Beobachter im beschleunigten Bezugssystem wird dieses Resultat als hyperbolische
Kriimmung des Raumes interpretieren.

5.6 Schwaches Gravitationsfeld

In einem schwachen Gravitationsfeld ¢(r) < ¢? und bei kleinen Geschwindigkeiten
sollten die Geodétengleichungen (5.9) in die newtonschen Gleichungen # = —V¢(r)
iibergehen. Die nichtrelativistische Wirkung fiir ein Teilchen im Gravitationsfeld hat
die Gestalt

2
Snr:/dt(m62+%mz}2—m¢):—mc/dt<c—;c+¢>,

c
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wobei wir im Vergleich zum konventionellen Ausdruck, die Konstante [dtmc? (Ruhe-
energie) addiert haben. Ein Vergleich mit dem kovarianten Ausdruck —mc [ds, siehe
(3.12) und (5.4), liefert die Bogenlénge

_ vt ¢

Das Quadrieren dieses Ausdrucks, unter Beriicksichtigung nur der fithrenden Terme
in v/c und ¢/c?, liefert das Resultat

ds® = (c* 4 2¢)dt* — dr?, (5.39)

wobei wir dr = v dt benutzt haben. Die Komponente ggg hat daher im nichtrelativis-
tischen Grenzfall den Wert
2¢

goo = 1+ 07; (5.40)

zudem go; = 0 und g;r = —0;;. Die raumliche Metrik ist daher einfach ~v;, = d;z,
d. h. der Raum ist euklidisch.

Bei der Berechnung der Christoffel-Symbole ist zu beachten, dass in der besprochenen
Niherung, wegen des zusétzlichen Faktors ¢, die Terme d2°/dr = edt/dr in den Geodi-
tengleichungen iiber die Terme da’ /dr dominieren. Das relevante Christoffel-Symbol
ist daher I'Vog = d¢/c?027, womit die Geoditengleichung zur Newtonsgleichung wird
mit g = —V¢, vgl. GL. (5.16).

Mit dem Ausdruck (5.17) erhalten wir die gravitationelle Rotverschiebung

dr = /1 +2¢/c2dt =~ (1 + ¢/c?)dt, (5.41)

d. h. die Eigenzeit eines Beobachters im Gravitationsfeld mit ¢ < 0 vergeht langsamer.

5.7 Schwarzschild-Metrik

Wir haben kennengelernt, dass Materie sich in einem allgemeinen Bezugssystem auf
einer Geodéte mit ds > 0 bewegt. Licht bewegt sich auf Nullgeoddten mit ds = 0. Mit
dem Aquivalenzprinzip ist daher die Bewegung der Materie in einem beliebigen Gravi-
tationsfeld bestimmt. Allerdings benétigt man die Metrik in einem Raum mit Kérpern,
welche sich mittels der Gravitationskraft gegenseitig beeinflussen. Dies leisten gerade
die einsteinschen Gleichungen, welche die Feldgleichungen fiir den metrischen Tensor
guv () darstellen. In diesen tritt als Quelle des Feldes die Energie-Impulsverteilung
der Materie und der Strahlung ein. Damit beeinflussen sich die Metrik einerseits und
die Materie und die Strahlung andererseits gegenseitig — im Unterschied zur SRT.
Wir werden die einsteinschen Gleichungen in dieser Einfiihrung nicht kennenlernen
konnen, da uns die nétigen Voraussetzungen aus der Differentialgeometrie fehlen.
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Abbildung 5.3: Flammsches Paraboloid: Rdumliche Metrik der Schwarzschild-Losung
(dt = 0). Die horizontale Ebene entspricht dem Radius r und dem Winkel ¢ (am
Aquator mit # = 7/2). Die vertikale Richtung (w) ist eine zusitzliche Dimension.
Die Entfernungen auf dem Paraboloid entsprechen den raumartigen Abstdnden der
Schwarzschild-Losung. Das Paraboloid weist an jedem Punkt eine sattelférmige
(hyperbolische) Kriimmung auf.

Schwarzschild fand die sphérisch-symmetrische, exakte Losung (Schwarzschild-Metrik)
2 s\ 23,2 s\l o 2/ 192 .2 2
ds :(1— )cdt —(1— ) dr* — r°(df* + sin” 0 dp*) (5.42)
r r

der einsteinschen Feldgleichungen im Vakuum mit einer punktférmigen Quelle am
Ursprung, wobei r; ein Parameter ist, dessen physikalische Bedeutung wir spéater
kennenlernen werden. Die Parameter der Karte sind definiert auf r > rs, 0 <0 <7
und 0 < ¢ < 27. Fiir r — oo wird die Metrik asymptotisch zur Minkowski-Metrik
(in Polarkoordinaten)

ds® = c2dt* — dr* — r*(d6? + sin® 0 dp?), (5.43)

somit stellen ¢ die Zeit und r die Koordinaten eines (unendlich-entfernten) Beobachters
in seinem Inertialsystem dar. Beim Schwarzschild-Radius r = r; wird die Karte
singuléir und die Offnung der Lichtkegel mit ds = 0 strebt gegen null. Dies dufert
sich darin, dass die Rotverschiebung divergiert, da die Eigenzeit gegeben ist durch

dr = /1 —rg/rdt, (5.44)

so dass fiir r — 7 die Zeit fiir den externen Beobachter immer langsamer zu vergehen
scheint. Allerdings wird nur die verwendete Karte, nicht jedoch die Metrik, singular.
Dies kann man daran erkennen, dass det g = —r*sin? § bei r = r, nicht verschwindet.
In der Tat sieht man, dass sich am Schwarzschild-Radius die Signatur der Koordinaten
t und r vertauschen und somit Radius und Zeit ihre Rollen umdrehen.

Man kann sich die raumliche Metrik

-1
a2 = (1 _ %) dr? + r2(df? + sin? 6 dp?) (5.45)
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der Schwarzschild-Losung folgendermafien vorstellen. Man reduziert die Variablen,
indem man sich auf die Aquatorebene mit 6 = 7/2 beschrinkt. Die Kriimmung erhlt
man durch eine Einbettung in den euklidischen Raum (mit Zylinderkoordinaten)

di? = dr® 4 r’de? + dw? (5.46)

mit der zusétzlichen Dimension w. Beschrankt man den Raum auf das flammsche
Paraboloid mit
w? = drg(r —rg), (5.47)

siehe Abbildung 5.3, erhdlt man 2wdw = 4\/rs(r — rs) dw = 4rs dr und damit die
Metrik

T's

-1
di* = dr® 4 dr? + r?dy? = (1 - E) dr? 4 r2dy? (5.48)

r—7"Ts r

was genau der raumlichen Metrik der Schwarzschild-Losung am Aquator entspricht.

Betrachten wir als Beispiel Licht, das sich Radial auf den Schwarzschild-Radius
zubewegt. Da sich das Licht auf einer Nullgeodéte bewegt, ist die Bewegung bestimmt
durch ds = df = dp = 0. Die Nullgeodiitengleichung daher die einfache Form®

O Ts\ 202 (1 _Ts\T' o 2
(1 - ) 2dt? = (1 r) dr (5.49)
und somit it

CdT =1 —ry/r) Y, (5.50)

wobei das Vorzeichen + (—) der auslaufenden (einlaufenden) radialen Nullgeodéte
entspricht. Integration liefert das Resultat

c(t —to) = £(r+rslog|r —rg|). (5.51)

Somit wirkt es fiir einen unendlich entfernten Beobachter so, als ob das Licht eine
unendliche Zeit braucht, um den Schwarzschild-Radius zu erreichen. Dies ist eine
Manifestation der unendlichen Rotverschiebung.

Der radiale Abstand [ eines Beobachters am Ort r vom Schwarzschild-Radius ist
gegeben durch

T T d,r/
= fa= ]
T g (VIR ST VA o (652)

Dieser Abstand ist zwar immer grofer als r — rg, aber er ist nicht unendlich. Der
Schwarzschild-Radius befindet sich also fiir einen &ufseren Beobachter durchaus in

«

einer wohldefinierten rdumlichen Entfernung, siche Abbildung 5.3

8Diese Form folgt auch aus der allgemeinen Geoditengleichung (5.66) mit V(r) = 0, wegen
L=1=0.
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5.7.1 Eddington-Finkelstein-Metrik

Um die Singularitdt der Schwarzschild Karte zu beheben, wollen wir eine neue
Zeitkoordinate v einfiihren, so dass die einlaufenden Nullgeodéten zu Geraden mit
v = konst. werden. Dies wird erreicht durch die folgende Koordinatentransformation
erreicht,

cv=ct+r+rslog|r—rg, (5.53)

so dass die auslaufende radiale Nullgeodéatengleichung zu v = to wird, vgl. (5.51).
Differentiation fiihrt auf

cdv=cdt+ (1 —ry/r) dr
und damit erhdlt man die Eddington-Finkelstein-Metrik
ds* = *(1 — ry/r)dv?® — 2cdvdr — r2(d6?* + sin® 0 dp?). (5.54)

Man erkennt, dass das Linienelement regulér ist bei r = rg. Damit setzt die Eddington-
Finkelstein-Metrik die Schwarzschild-Metrik analytisch fort. Betrachtet man nun
Nullgeodéten in den neuen Koordinaten, dann hat man nach Konstruktion v = tg fiir
die einlaufenden Geodéten. Einlaufende Lichtstrahlen passieren daher einfach den
Schwarzschild-Radius.

Die auslaufende radiale Nullgeodéte ist bestimmt durch ds = df = dy = 0. Die
Losung mit dv = 0 liefert die einlaufende Nullgeoddte. Daher finden wir fiir ein
auslaufendes Lichtteilchen die Geodédtengleichung

C;i: _ 1—21"/7“ (5.55)
mit der Losung [vgl. (5.50)]
c(v—wvg) =2(r+rslog|r —rs|), (5.56)
oder ausgeschrieben in den urspriinglichen Koordinaten
c(t —tg) =r+rslog|r —rs|. (5.57)

Damit kénnen die auslaufenden Lichtteilchen den Schwarzschild-Radius nicht durch-
queren. Die Flache r = r; wirkt daher wie eine halbdurchlassige Membran, welche
Lichtteilchen nur von Auffen nach Innen durchldsst. Daher wird der Schwarzschild-
Radius auch Ereignishorizont genannt, da er die Grenze aller Ereignisse bildet, die
prinzipiell von einem dufleren Beobachter erfasst werden konnen.

5.7.2 Nichtrelativistischer Grenzfall

Fiir kleine Geschwindigkeiten dr/dt < ¢ und grofte Entfernungen r > r, (das heift
im nichtrelativistischen Grenzfall) wird die Schwarzschild-Metrik zu

ds® = (1 - Z—S) Adt? — dr® — r2(d6* + sin? 0 dp?). (5.58)
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Ein Vergleich mit (5.39) zeigt, dass die Schwarzschild-Metrik ein Gravitationspotential
der Form ¢ = —c?r,/2r beschreibt. Fiir ein Objekt der Masse M gilt in der klassischen
Physik ¢ = —GM /r mit der Gravitationskonstanten G = 6,7 - 10~ m? /kg s?. Damit
erhélt man den Formel

_2GM

rs = 5

; (5.59)

fiir den Schwarzschild-Radius, ausgedriickt durch Masse des Zentralobjektes. Fiir die
Sonne mit Mg, ~ 2 -10%° kg gilt zum Beispiel 7, ~ 3 km.

5.7.3 Metrik in der Nihe des Ereignishorizonts

In der Néhe des Ereignishorizonts fithren wir die neue Radialkoordinate h mit r =
rs+h? /4rs ein. Entwicklung der Schwarzschild-Metrik fiir h < rg fihrt auf die Metrik

2
ds* = 4h—r202dt2 — dh? — r2(d6? + sin? 0 dp?). (5.60)
S
Damit ist die Raumzeit in der Ndhe des Ereignishorizonts durch die Rindler-Metrik
gegeben (5.24). Hier spielt die Zeit t eines unendlich entfernten Beobachters die Rolle
der Rapiditdt mit x = ct/2rs und der Abstand vom Ereignishorizont h entspricht
der Beschleunigung via a = ¢?/h. Damit kann man die Umgebung eines Schwarzen
Loches mit Abbildung 5.2 verstehen. Der Rindler-Horizont mit A = 0 spielt die Rolle
des Ereignishorizonts, wo die Karte Singulér wird. Der Ereignishorizont liegt fiir
den entfernten Beobachter bei ¢ = 00 (entspricht in der Abbildung y = +o0), da
Objekte, welche sich darauf zubewegen immer stéarker rotverschoben werden. Dadurch,
dass die Schwarzschild-Metrik in der Nahe des Ereignishorizonts zur Rindler-Metrik
wird, tritt auch der Unruh-Effekt dort auf. In diesem Kontext wird die Strahlung,
welche vom Ereignishorizont durch Quantenfluktuationen ausgestrahlt wird, Hawking-
Strahlung genannt. Zur Berechnung der Hawking-Temperatur Ty ist es wichtig
zu beriicksichtigen, dass die Strahlung, welche in der Néahe des Ereignishorizonts
ausgestrahlt wird, danach rotverschoben wird, bevor sie den entfernten Beobachter
(mit der Eigenzeit t) erreichen. Wir erhalten daher das Resultat

v/ 900 he hc?
Ty = Ty = = 5.61
" ¢ U7 Arkgr, 8nGMkg' (5.61)

wobei wir /goo/c = h/2rs und (5.31) benutzt haben. Die Hawking-Temperatur der
Sonne ist damit Ty ~ 6 - 1078 K.

5.7.4 Geodaten

Die Lagrange-Funktion zum Variationsprinzip der Geodéaten (5.7) lautet fir die
Schwarzschild-Metrik

(1 Ts 2d7t2_ _Efldiﬂ_2d702 9 de?
L_(l r)CdTQ (1 7“) arz " d7'2+5m9d72 ' (5.62)
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Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir 8

2
d ( 2d6> + ( dgp) sinf cos§ =0 (5.63)

") e

ist identisch erfiillt fiir eine Bahn in der Aquatorebene mit § = 7/2, was wir 0.B.d.A.
voraussetzen wollen.” Damit wird die Lagrange-Funktion zu

L= (17%) 02;[;22(17;)13:27“2%~ (5.64)

Da die Variablen ¢ und t zyklisch sind, gelten die Erhaltungssitze r’dy/dr = ¢
(Drehimpuls) und ¢(1 — rs/r)dt/dT = £ (,Energie”). Da die Lagrange-Funktion durch
L = (ds/dr)? gegeben ist, bleibt auch sie erhalten. Fiir massive Objekte gilt L = c?,
wahrend fiir Licht L = 0 ist.

Einsetzen der zyklischen Variablen in (5.64) ergibt

L= (1 - %)71 <52 - ‘"2) - é (5.65)

dr2 r

Damit erhalten wir

—— +V(r) = &2 (5.66)

mit dem ,Potential®

v =(1-) (L + £2> . (5.67)

r 72
Es ist zweckmiRig, die Variable u = 1/r einzufiihren. Aus du/dr = —u?dr/dr und
dyp/dr = u? folgt fiir v’ = du/dp das Resultat
du/dr\? &E2-V &2 L
2 2
_ _ — e ra) (2 . 5.68
¢ <dgo/d¢) R RS <e2 T > (5.68)

Leitet man die Gleichung nach ¢ ab und dividiert anschliefend durch 2u’, erhélt man
das Resultat
rel 3rsu?

T (5.69)

"
U +u

Die Gleichung kann mit elliptischen Funktionen explizit gelost werden. Im Folgenden
werden wir ein paar Spezialfille betrachten.

9Da das Problem kugelsymmetrisch ist, kann man immer ein Koordinatensystem wéhlen, so dass
die Bahn in dieser Ebene verlduft.
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5.7.5 Periheldrehung

Betrachten wir die Bewegung eines massiven Objektes mit L = ¢2, dann lautet (5.69)

' +u— ng = 3mau? (5.70)

mit m = r4/2 = GM/c?. In der newtonschen Physik gilt fiir die Bewegung eines
Korpers um ein Zentralgestirn (Kepler-Problem)

2GM  ¢?
.2 _ .92
- +T—2—2E, o =L/r. (5.71)
Damit erhalten wir fiir u = 1/r
GM
W' tu— =5 =0 (5.72)

Der Vergleich von (5.70) und (5.69) zeigt, dass (abgesehen von £2 —1 = 2F) der Term
proportional zu u? die relativistische Korrektur darstellt. Dieser Term entspricht dem
Term o< 73 in (5.67).

Die allgemeine Losung von (5.72) hat die Form

1
ug = g[l + ecos(p — ¢o)] (5.73)
mit d = ¢2/GM. Fiir 0 < € < 1 ist die Bahn eine Ellipse. Das Perihel befindet sich
dabei bei ¢ = ¢g + 277Z. Durch eine Rotation des Koordinatensystems konnen wir
erreichen, dass ¢g = 0 ist.

Als néchstes wollen wir relativistische Korrekturen zu den Kepler-Bahnen bestimmen.
Dazu setzen wir u = ug + u1 und erhalten (in erster Ordnung in m)

3m

2 (1 + 2 cos @ + €2 cos® ). (5.74)

"
Uq +up =

Mit den Anfangsbedingungen u; = u} = 0 beim Perihel (¢ = 0) haben die drei
Gleichungen (A1 = 3m/d?, Ay = 6me/d?, A3 = 3me?/d?)

Ay
uf +up =< Aycosg (5.75)
Az cos? ¢
die Losungen
A1(1 —cosp)
up = § +Aspsing (5.76)

As[3 — £ cos(2¢) — 1 cos p].
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Abbildung 5.4: Skizze der Ablenkung des Lichts, welches von einem Stern an der
Position S ausgesandt wird und bei B detektiert wird. Das Licht wird auf Grund
der Masse der Sonne (grauer Kreis) abgelenkt und der Stern erscheint damit an der
Position S’ was einer Winkelverschiebung von § entspricht.

Nur der zweite Term liefert einen Beitrag zu

6mme
d2

Wegen v (2m) = —e/d (zur 0. Ordnung) ist die Perihel-Verschiebung (die Verschiebung

der Nullstelle von u’) gegeben durch

u'(2m) = Ao = (5.77)

u'(2w)  6mm 6mGM
A = — = = .
4 u’ (2m) d c2a(l —e2)’ (578)

wobei a die grofe Halbachse der Ellipsenbahn ist. Fiir Merkur ergibt sich A ~ 43"
pro Jahrhundert (” = Bogensekunden), was heute auf 1% bestétigt ist. Beachten Sie,
dass andere Storungen etwa einen Faktor zehn mal grofer sind.

5.7.6 Lichtablenkung

Wir betrachten als néchstes lichtartige Geodaten mit L = 0. Dann lautet (5.69)
u” +u = 3mu’. (5.79)

Die Gleichung u” + u = 0 beschreibt gerade Lichtstrahlen mit ug = b~! sin ¢, wobei
das Perihel bei ¢ = 7/2 gewahlt wurde und b der Stofsparameter ist. Die Nullstellen
@ = 0,7 von ug entsprechen den Richtungen der Asymptote fiir r — oo.

Wie oben betrachten wir den Einfluss der ART mit Storungsrechnung. In erster
Ordnung in m miissen wir die Gleichung

3
wl +ug = b—? sin? . (5.80)
16sen. Wir erhalten mit u; = u} = 0 beim Perihel die Losung in der Form

1 . 3m .
u= 5smcp—&— W [%—i—%cos(&p) — %smgp]

¢ 3m
= E + bT(% + %) + O(mz), (5.81)
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d. h. die Nullstelle von u verschiebt sich zu ¢, = —2m/b Die Gesamtabweichung
betragt

4GM 175"
b " b/Ry’
siehe Abbildung 5.4. Dieser Effekt kann bei einer totalen Sonnenfinsternis beachtet
werden. Die experimentelle Ubereinstimmung liegt etwa bei 1%.

6 =2|poo| = (5.82)

5.7.7 Stabilitat der kreisférmigen Orbits

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, fiir welche Radien r > r, es mdglich ist, eine
(stabile) kreisformige Bewegung auszufiihren. Fiir ein Objekt auf einer kreisférmigen
Bahn muss gelten, dass die Radialkraft

oV 1
—a =l 2rgr? — 20%r 4 30%r,) (5.83)
verschwindet. Das ist dann der Fall, wenn die beiden anziehenden Kréfte, die new-
tonsche Gravitation (erster Term) und der relativistische Term (dritter Term), sich
gegen die Zentrifugalkraft (zweiter Term) wegheben. Der Drehimpuls ist dann durch

F, =

C27°2

P=—
2r/rs — 3

(5.84)

bestimmt. Fiir einen bestimmten Drehimpuls hat die quadratische Gleichung (5.83)
die zwei Losungen

2 3c2r2 0 3c2r2 302
= 144/1- =05 = 11— ) = ——
> c2ry ( + 22 ) ’ < c2ry 02 c2rs
Fiir kleine Radien (kleiner als 7<) dominiert in (5.83) der anziehende relativistische
Term. Fiir Radien zwischen r~ und r~ ist die Gesamtkraft abstofsend, wahrend sie
fiir grofe Radien (grofker als 7<) wieder anziehend wird. Damit ist die Bahn bei r

instabil gegen kleine Stérungen: Wenn sich der Radius ein wenig verkleinert, wird
das Teilchen zum Zentrum beschleunigt.

Die Bahn bei 7~ ist stabil. Sie existiert allerdings nur fiir » > 3rs (¢2 < 3r2¢?). Bei
7 = 3rs haben wir den maximalen Drehimpuls |¢| = r? |dp/d7| = v/3crs. Die instabile
Bahn bei r. gibt es fiir %rs < r < 3rg, wobei die untere Grenze einem Drehimpuls
[¢| = oo entspricht. Fiir Radien r < 3r, gibt es keine Kreisbahnen (nicht einmal
instabile).

Wir wollen als néchstes bestimmen, welche Geschwindigkeit v = r dp/dTs ein Korper
besitzt, der ein Schwarzes Loch im Abstand r umkreist, gemessen mit Eigenzeit 7
eines stationdren Beobachters im gleichen Abstand. Wir wissen, dass ¢/r = rdp/dT.
Damit miissen wir nur noch die Zeit auf die Eigenzeit 74 eines stationiren Beobachters
umrechnen. Wir haben dr/dr, = v, mit v = (1 — v?/c?)~Y/2 der Zeitdilatation
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des bewegten Korpers beziiglich des stationdren Beobachters. Somit ergibt sich die
Gleichung v = v~ 1¢/r mit der Losung

V20 rs —1)

wobei wir (5.84) benutzt haben. Beim kritischen Radius r = 3r, fiir die stabile
Kreisbewegung ist die Geschwindigkeit daher v = %c und beim Radius r = %rs,
unterhalb dessen es keine Kreisbewegung mehr gibt, gilt v = ¢. Die Kreisbewegung ist
daher stabil fiir 0 < v < %c und instabil bei %c < v < c¢. Da sich Licht immer
mit Lichtgeschwindigkeiten ausbreiten, sind die kreisformigen Nullgeodédten nur
beim Radius r = %rs vorhanden (dieses Resultat kann man direkt als Losung der
Nullgeodéten herleiten). Lichtteilchen sind daher auf dem Radius r = %rs gebunden

und man nennt diesen Radius daher auch Photonen-Kugel.

(5.85)

v =



Anhang A

Tensoren

Wir betrachten einen reellen (endlichdimensionalen) Vektorraum V. Dann sind r-fach
kovariante und s-fach kontravariante Tensoren multilineare Abbildungen

T:Vx- - xVxV*x...xV*—=R (A.1)

~
r—mal s—mal

mit V* dem Dualraum zu V', d. h. V* ist der Vektorraum der linearen Abbildungen
V — R. Beachten Sie, dass der Raum der (7, s)-Tensoren 7,°(V) wiederum einen
Vektorraum bildet. So gilt zum Beispiel

To =R, T =V", Ty =V*=V. (A.2)

Im Speziellen ist ein Skalarprodukt g(v,v) € 75, d. h. zweifach kovariant.

Sei nun ey, ..., e, eine Basis von V und e*!,...,e*" die dazugehérige duale Basis
von V* mit e*(e;) = ¢';. Mit einer Basis konnen wir den Tensor T durch seine
Komponenten

Tiy.i2 7 =T(eiy, ... e,,e7 .. e (A.3)
ausdriicken via

T = Til.“”h...jse*h Q- e*ir Rej, @ - ®ej, (A_4)

wobel wir die einsteinsche Summenkonvention verwendet haben. Hier haben wir die
Basis

e ®”-6*Zr®ejl ®--'®ejs(ell,... ,elT,e*kl,... ,e*ks) = (52111 . ”(WTIT(Sjlkl .- -5]Sks

der multilinearen Abbildung eingefiihrt, siehe (A.1).

Auf den Tensoren lassen sich folgende Operationen definieren:

75
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Addition und Multiplikation mit Skalar: Mit S, T € 7,° und a,b € R ist auch
aS + bT € T gegeben durch

(aS 4 bT)Z‘l...’L‘r‘jl...js — aSil...z‘rjl"'js + bTil...z‘le'"js;

d. h. 7° ist ein Vektorraum.

T

Tensorprodukt: Mit S € 75 und T € 73! ist das Tensorprodukt S® T € T7?
definiert durch

(S ® T)Z‘1...ir]1m]5 — Silmirle.-]sl ET1+1---iT‘7T1+1...jS7
wobel r = r1 +r9 und s = 81 + $9.

Verjlingung oder Kontraktion: Aus einem Tensor T € 7% kann man durch Ver-
jiingung (oder Kontraktion) einen Tensor S = KLT € 7,7 erhalten. Mit
1<k<rund1 <! < s definieren wir

S Jieds—t— o JleJi-18i4 s
11eie—1 = Liq g1t y1ir .

Hinweis: fiir T € T;! entspricht K{ gerade der Spurbildung, K{T = tr T.

Skalarprodukt

In physikalischen Anwendungen haben wir meistens ein ausgezeichnetes Skalarprodukt
g(v,w) € TY. In Komponenten wird dieses durch die symmetrische Matrix 9ij = Gij
ausgedriickt. Dieses erlaubt es einem Indizes hoch- bzw. runterzuziehen. Im Besonderen
ist das Skalarprodukt in Komponenten gegeben durch

g(v,w) = gijv'w! = vjwl = viw, (A.5)
mit der Operation des Herunterziehens v; = gjivi und w; = gjiwi. Durch Invertieren
digser Beziehung erhalten wir v* = ¢g“v; mit der Inversen gv = (g_l)ij, so dass
9 gjk = 0"k

Euklidischer Raum

Der euklidische Raum R3 mit kartesischer Basis ist definiert durch das Skalarprodukt
gij = 0i;. In diesem Raum wirkt das Hoch- bzw. Runterziechen trivial und daher
werden die Indizes meistens nur unten geschrieben. Im Allgemeinen interessieren
wir uns, wie Tensoren unter einem Basiswechsel transformiert werden. Wie schon in
Kap. 1 gesehen, transformieren die Komponenten von Vektoren r € 761 wie 7’ = Rr.
Wegen des trivialen Skalarprodukts gibt es keinen Unterschied zwischen ko- und
kontravarianter Transformation und wir erhalten, dass sich ein allgemeiner Tensor
wie

T, .in = Rivji * Rivju L. g (A.6)

transformiert.



7

Minkowski-Raum

Der Minkowski-Raum wird durch das Lorentz-Skalarprodukt g;; = 7;; definiert mit

1 0 0 O

0 -1 0 O
— pury

0O 0 0 -1

dan=t =n.

Betrachten wir nun eine Basistransformation A, unter der die Komponenten eines
Vierervektors = wie 2/ = Az transformieren.! Wir schreiben dies, unter Beriicksich-
tigung der korrekten Hochstellung, als 2’ = A”,2*. Durch das Herunterziehen der
Indizes erhalten wir analog die Transformationsregel fiir einen kovarianten Vektor als
z, = A Fx, mit

A =A™ = (A1), (A.8)

Ein allgemeiner Tensor transformiert daher unter einer Basistransformation wie

T J1eds — Ailm . ,,AiTMT-Ajlyl "'AjsusTm...urylmys- (A.9)

i1

Tensoren, die so transformieren, werden auch Vierer- oder Lorentz-Tensoren genannt.

Tensorfelder

Beachten Sie, dass auf Grund der festgelegten Transformationsregel (A.6) bzw. (A.9)
Gleichungen zwischen Tensoren der gleichen Stufe automatisch kovariant sind. Diese
schone Eigenschaft lisst sich (punktweise) auf Tensorfelder T;, ; 7tJ=(t, r) verallge-
meinern. Tensorfelder erlauben es zusétzlich, neben den obengenannten Operationen,
Ableitungsoperationen zu definieren.

Im euklidischen Raum ist der Gradient S = 9T von Tj, _;, (r) automatisch ein Tensor
der Stufe n + 1 definiert durch

0
s = (D) s = — T . (). Al
Sku...zn (a )kzl...zn 8Tk 11...zn(7°) ( 0)
Mit der Kettenregel
0 0rm 0 8[(R‘1)lmr;n—|—const]i_(R_l) Q—R J
ary, - Ory. Ory o ary, or tk or i o

ist es einfach zu sehen, dass S auch wirklich wie ein Tensor unter Koordinatenwechsel
transformiert wird. In der Tat erhalten wir dann

o )

By " itewin (7“/) = Ry Riyj, -+ Rinjnafmﬂlmin (r).
k

'Den Vierervektor bezeichnen wir wie im Hauptteil nicht fett.
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Im Minkowski-Raum kann man zeigen, dass der Gradient S = 0T eines (r, s)-Tensors
ein (r + 1, s)-Tensor ist. Analog zum euklidischen Fall erhélt man mit der Kettenregel

v —1\v ..lo
d ox¥ 0 :8[(A )Y 52’7 4 const] 0 _ Aty 0 A 0

dr'h D't gV oz'H oz? Hxv ko oav”

Und daher transformiert S auch wirklich wie ein (r 4 1, s)-Tensor mit dem Transfor-
mationsgesetz

Sl Iveds(gl) = @], Is ()

Wit .. 0 01y

= AV _Airuv-Ajlyl YV 0

“vs @Tm...urylmys (z)

v ] j V...V
= ARG AT AP Sy (@),
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