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Kapitel 1

Die Hauptsatze der
Thermodynamik

Thermodynamik ist eine physikalische Theorie, die Aussagen {iber Systeme macht,
iiber die man nur unvollstdndige Information und Kontrolle hat. Nun ist es bei
Weitem nicht so, dass die Theorie nur darum unvollstdndig ist, weil man sich einfach
nicht genug anstrengt ein System in allen Details zu verstehen. Zum einen gibt
die Quantenmechanik durch die Zufélligkeit der Messresulate eine fundamentale
Grenze des Wissens iiber das System, zum anderen sind sogar in der klassischen
Physik die Informationsmengen zur vollstdndigen Beschreibung so unvorstellbar grof,
dass es (praktisch) ausgeschlossen ist, ein makroskopisches System vollstdndig zu
kennen. Betrachten wir zum Beispiel einen Liter (1dmx1dmx1dm) Helium Gas bei
Normalbedingungen.! Dann befinden sich dort ungefihr 10?2 Teilchen. Wenn wir die
Position jedes Teilchens auch nur mit 1 mm Genauigkeit angeben mdéchten, bendtigen
wir schon 10?2 - 31log,(100) ~ 20 - 10*2 bit (ungefihr ein Zetabyte) an Information.
Man kann sich nun leicht vorstellen, wie schnell man bei etwas grofieren Systemen
schnell an die Grenzen der Informationsverarbeitung kommt.

Die Grundlage der Thermodynamik beruht darauf, Energie in zwei verschiedene
Klassen, Wdarme (Q) und Arbeit (W), einzuteilen. Arbeit kennt man schon seit
der Mechanik Vorlesung. In der Thermodynamik bezeichnet man nur den Teil der
Energie als Arbeit, auf welchen man explizit Zugriff hat. In der Tat gibt es in einem
konkreten experimentellen Aufbau oft nur ein paar wenige Freiheitsgrade, welche
Arbeit verrichten koénnen: bei einem Motor ist es zum Beispiel das Drehmoment
der Kurbelwelle. Die Warme beschreibt damit den Teil der Energie, der in den
restlichen Freiheitsgraden steckt. Es ist nun natiirlich so, dass die Arbeit (und
damit die Warme), vom experimentellen Versuchsaufbau abhéngt. Damit werden
die thermodynamischen Begriffe Warme, Arbeit, Temperatur, Entropie, ... relativ
beziiglich des experimentellen Aufbaus. Wir bezeichnen dies als relativ objektiv, um

'Druck p = 1 bar = 10° Pa, Temperatur T = 300 K.
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m

a P (1) ‘h
/ ) AUpot
(b)
mit Reibung (Wérme) ohne Reibung (langsam)
m
PR ?
@ AQ

Abbildung 1.1: (a) Thermodynamisches System gebildet aus einer Masse m auf einer
schiefen Ebene im Gravitationsfeld. Es gibt zwei (Gleichgewichts-)Zusténde (1) und

(2) mit Energieunterschied AUpot = Ué(l))t - Uéa = mgh > 0. Die Zusténde werden
durch den Schieber unter der Masse als dufiere Zwangsbedingung eingestellt. In (b)
betrachten wir zwei repriisentative Prozesse, welchen den Ubergang (1)—(2) vollziehen.
Im linken Bild, wird die Zwangsbedingung schnell von (1) nach (2) verschoben.
Das System befindet sich zwischenzeitlich nicht im Gleichgewicht, da die Masse
die schiefe Ebene hinuntergleitet. Am Gleichgewichtspunkt (2) hat die Masse die
potentielle Energie AUy eingebiifst, welche vollsténdig durch Reibung in Wérme
AQ umgewandelt wurde. Alternativ kénnen wir das System so wie im rechten Bild
langsam von (1) nach (2) ohne Reibung bewegen, indem wir die Energie in die
potentielle Energie (Arbeit) einer zusétzlichen Masse stecken. In diesem Fall entsteht

keine Warme und die Energie wird vollstdndig in Arbeit AW umgewandelt.

uns von der Position abzusetzen, dass Statistik und Thermodynamik subjektiv und
damit einer objektiven Naturbeschreibung nicht angemessen sind.

1.1 Einleitendes Beispiel

Wir betrachten vorerst ein einfaches Beispiel, an dem wir die Grundbegriffe Arbeit,
Wairme, Zustand und Prozess des ersten Hauptsatzes einfiihren mochten. Es ist
hilfreich, dieses Beispiel genau zu studieren. Man kann, bei spateren Schwierigkeiten
mit der abstrakten Formulierung, auch wieder auf dieses Kapitel zuriickkommen, um
die Begriffe zu konkretisieren.

Im Beispiel, siehe Abbildung 1.1, ist das thermodynamische System gegeben durch
eine Masse m im Schwerefeld mit der Beschleunigung ¢. In der Mechanik haben
wir Systeme ohne Reibung untersucht. Dabei bleibt die Energie £ = K + Upot
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(kinetische Energie K und potentielle Energie Uyqt) erhalten. Ein Massepunkt, der
ruhend beim Punkt (1) startet, hat damit am Punkt (2) die kinetische Energie

K = AUpot = U;EB; — Ué?t = mgh. In der Thermodynamik wird die Energieerhal-
tung auf Systeme mit Reibungskriften verallgemeinert. Dabei beschrankt man sich
allerdings auf Gleichgewichtszustinde. In unserem Beispiel ist wegen der Reibung
K =0 im Gleichgewicht bei (1) und (2). Diese Zustédnde werden durch eine kleine
Anzahl von Parametern (den Zustandsgrofien) charakterisiert, insbesondere durch
Erhaltungsgrofsen (Energie F, ... ) und durch Zwangsbedingungen (im Beispiel die
Schieber unterhalb der Masse). Im Beispiel untersuchen wir Prozesse, welche den
Ubergang vom Gleichgewichtszustand (1) zum Gleichgewichtszustand (2) mit dem

Energieunterschied AUpy leisten.

Verschiebt man den Schieber von (1) nach (2), ohne dass eine Masse angehéngt wird,
wird die potentielle Energie vollstandig iiber Reibung in Wirme umgewandelt mit
AQ = AUpot. Alternativ kann man die Dynamik benutzen, um eine zusétzliche Masse
(schwarzer Kasten in Abbildung 1.1(b)) anzuheben. Fithrt man diesen Prozess langsam
durch, indem man eine geeignete Gegenmasse anhéngt, entsteht im Grenzfall keine
Reibung und AW = AUy, d.h. die ganze Energie steckt jetzt in der potentiellen
Energie der zusitzlichen Masse.” Im Allgemeinen wird natiirlich nicht die komplette
Energie in Arbeit umgewandelt. Aus der Energieerhaltung folgt allerdings, dass
AUpot = AQ + AW fiir einen allgemeinen Prozess.

Aus der Mechanik wissen wir, dass die Gesamtenergie Uy, der Masse m im Gleichge-
wicht nur vom Zustand (der Position der Schiebers) abhéngt. Damit ist die Energie
eine Zustandsgréfie. Bei Ubergang von (1) nach (2) wird damit die Energie AUpq
freigesetzt unabhéngig vom Prozess. Die Arbeit und Wéarme sind auf der anderen
Seite Prozessgrofien, d.h. sie hingen vom Prozess ab. Infinitesimal schreiben wir dU
(vollstédndiges Differential) fiir eine Zustandsgrofe und dW (allgemeines Differential)
fiir eine Prozessgrofse, um damit auszudriicken, dass der Wert von §W vom Prozess
abhéngt.

Ein kleiner mathematischer Riickblick auf Bekanntes: ein allgemeines Differential dW
beziiglich der Variablen x; hat die Form

oW = f(x) - dx = ij(m)d:vj : (1.1)

Es beschreibt die Anderung der Arbeit 6W, wenn sich die Variablen um dz; dndern. Im
Allgemeinen gibt es aber kein ,Potential® U(z), so dass 6W = dU = }_,(9,,U)dz;.
Damit es ein Potential gibt und éW ein vollsténdiges Differential ist, muss die
Integrabilitéitsbedingung®

ofi _ 0fi

83@ - 8xj

(1.2)

2Natiirlich muss in diesem Fall die zusétzliche Masse genau so gewihlt werden, dass sich die
Krifte an den beiden Ende des Seiles genau aufheben.
3Man muss zudem beachten, dass man ein einfach-zusammenhéngenden Gebiet hat.
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fiir alle 7, 5 erfiillt sein. Dann gilt fiir einen beliebigen geschlossenen Pfad ~
j{ oW =0 (1.3)
gl

nach dem Satz von Stokes und man findet ein Potential

beziiglich eines beliebigen Anfangspunktes x.

Folgende Beziehungen zwischen Differentialquotienten werden wir in den Ubungen
beweisen: Betrachte die Variablen z,y, z, welche durch die Bedingung f(z,y,2) =0
verkniipft sind. Dann gilt (wir geben mit (-), explizit an, welche Variable bei der
partiellen Ableitung festgehalten wird)

B.0).E, = @ogr o

z

Wenn wir noch eine zusétzliche Bedingung w(y, z) einfithren, gelten die Kettenregeln

or\ _ (o) , (22) (0w or\ _(05) (%) o
o), \0y), ow /), \ Oy L 0z), \0y), \0z)," '
Aufbauend auf diesen Voriiberlegungen werden wir die einzelnen Gréfien innere

Energie U, Arbeit W und Wérme @ in den folgenden Abschnitten so definieren, wie
sie in der Thermodynamik verwendet werden.

1.2 Innere Energie, Arbeit, mechanisches Gleichgewicht

Obwohl die Formulierung der Thermodynamik allgemeiner ist, wollen wir uns der
Anschaulichkeit im Folgenden auf N-Teilchen Systeme konzentrieren. Die Energie ist
gegeben durch die Hamiltonfunktion

N 2 N
pj

N
1
H = K+ Upot == g 2m + § Uext(wj) + 5 E UWW(|mi - :L‘]’) . (17)
j=1 j=1 7,7=1

Aus der Mechanik wissen wir, dass das System ohne dufseres Potential (Uexy = 0) die
10-klassischen Erhaltungsgréfen — Energie (E' = H), Gesamtimpuls (P = . p;),
Gesamtdrehimpuls (L = 3, @; X p;) und das Schwerpunktsintegral (M X — Pt =
m)_;xj—>_; pjt) — aufweist. Die Thermodynamik betrachtet ein generisches System
ohne zusétzliche Erhaltungsgrofien. Insbesondere ist man daran interessiert, das ther-
modynamische System mit Ueyt in ein Volumen der Grofe V' so einzuschlieffen, dass
es im Gleichgewicht keine makroskopische Bewegung, d.h. keine Rotationsbewegung
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(L = 0) und keine Translationsbewegung (P = 0) aufweist. In diesem Fall bezeichnet
man die Energie E im Gleichgewicht als innere Energie mit dem Symbol U, um
darauf hinzuweisen, dass alle Beitridge zur Energie aus internen Bewegungen des
System resultieren.

Die (infinitesimale) Arbeit kann geschrieben werden als
W =" gadZa (1.8)

mit den Arbeitskoordinaten Z,, welche unter experimenteller Kontrolle sind, und
den Gleichgewichtsgrofien go (siehe unten). Wir verwenden die Vorzeichenkonvention,
so dass 0W > 0 einem Prozess entspricht, bei dem Arbeit dem System zugefiihrt
wird. Die Thermodynamik ist relativ zur Wahl der Arbeitskoordinaten Z,, welche
die Arbeit als nutzbare Energieform festlegt. Die ist genau die oben-genannte relative
Objektivitat. Sind alle Z, gewahlt, ist die Thermodynamik eindeutig festgelegt.

Beispiel 1: Falls die Koordinaten x; aller Teilchen festgelegt sind, gilt
N
oW ==Y Fj-dx;, mit Fj =0 Upet, (1.9)
j=1

da bei Verdnderung der Koordinaten x; Arbeit gegen die (interne) Kraft Fj
verrichtet wird.
Beispiel 2: (Gas im Behalter)

Fiir die meisten Anwendungen spéter, verwenden wir das Volumen V als
einzige Arbeitskoordinate. Wir betrachten dazu ein Gas, dass in einen Kasten
eingeschlossen ist mit

Uext(T) = {0’ seV, (1.10)

00, sonst.

Die Arbeit bei Anderung von V wird nun nur gegen das duRere Potential
verrichtet. Wir erhalten die zugefiihrte Arbeit

SW = —pdV (1.11)

mit dem Druck p.

Dass der Druck dabei wirklich dem Ausdruck ,Kraft pro Flache* entspricht,
sicht man am Beispiel eines (reibungslosen) Kolbens:

Andert man die Position des Kolbens um dz > 0, vergroRert
14 P sich das Volumen um dV = Adx mit A der Querschnittsfliche.
—>dz  Damit leistet das Gas die Arbeit —dW = pdV = pAdzx, womit
F = pA wie gewilinscht der Kraft entspricht.
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Der Druck hat die SI-Einheiten (Pascal) 1Pa = 1 N/m?. Weiterhin wird auch
das Bar mit 1bar = 10° Pa oft verwendet. Der Normaldruck (der mittlere
Luftdruck auf Meereshohe) betrégt 1 atm = 1,01325 bar.

Da der Druck nur im Gleichgewicht definiert ist, muss der Prozess quasi-statisch
ablaufen, d.h. er wird so langsam durchgefiihrt, dass das System immer im
Gleichgewicht bleibt. Damit die Arbeit einer Anderung der inneren Energie
entspricht muss der Prozess aufierdem reversibel (umkehrbar) sein. Dies bedeutet
konkret, dass der Druck fiir eine infinitesimale Kompression gleich grof ist, wie
fiir eine infinitesimale Expansion.

Bei einem realistischen Kolben ist der von Aufsen angelegte Druck px ungleich
dem internen Druck des Gases p. Aufgrund von Haftreibung zwischen Kolben
und Wand gilt

pr > p, bei Kompression (dV < 0),
pr <p, bei Expansion (dV > 0).

Damit wird ein realer Prozess irreversibel, da die Arbeit, welche bei der Kom-
pression in das System gesteckt wird, bei einer anschliefenden Expansion nicht
mehr vollstandig zuriickgewonnen werden kann. Damit ist der reale Prozess
nicht reversibel.

Beispiel 3: (Dielektrikum in einer Kapazitét)

¥1 P2
I Ly
Wir betrachten ein polarisierbares Medium mit Polari-
sationsdichte P in einer Kapazitéit bei fester angelegter
Spannung ®. Fiir ein isotropes Medium ist die (elektri-
sche) Arbeit gegeben durch Q1 {} Q2
W = EydP, (1.12) o=¢2—

mit Fy der Feldstérke in der Kapazitat ohne Medium und der Gesamtpolarisation
P = [|P|dV. Man sieht schon, die Korrespondenz p <+ —Ep, V <> P mit dem
Beispiel 2.

Beweis: Es gelten die Maxwellgleichungen rot E = 0 und div.D = p der Elektrostatik mit

D = E + P." Das elektrische Potential ¢ bestimmt das Elektrische Feld via E = —V. Es
gilt die Randbedingung ¢ = ¢; auf dem Leiter L;.

Bei einer kleinen Anderung der Ladung d@, die vom Leiter L; zum Leiter Lo gebracht
(dQ2 = —dQ1 = dQ), ist die von der Batterie geleistete Arbeit 6W. = ®dQ = (v2 — p1)dQ =
©1dQ1 + p2dQ2. Die Ladung bzw. ihre Anderung ist dabei durch (A ist die Innennormale)

Qi=—[ D-dA, bzw. dQ;=- | dD-dA (1.13)
BLJ- BLJ-

“Wir verwenden ein Einheitensystem mit e = po = 1.
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bestimmt. Damit erhalten wir
@ d(div D)+V-dD

2 e e,
SWe = _Z/ @;dD - dA = —/div(gpdD)dV :/E~dDdV (1.14)
—JerL; €] G

wobei G das Gebiet aufserhalb der Leiter ist.

Um den Energiebeitrag des Mediums zu erhalten, miissen wir noch die Energie des Systems
bei derselben Spannung ®; = ® ohne Dielektrikum abziehen. Wir erhalten (d® = d®)

SW = §W. — 6Wo = 3dQ — DodQo = Do(dQ — dQo) — Qo(d® — ddy)
:/Eo-d(D—Eo)dV—/EO -d(E — Eo)dV
G G

:/Eo-d(D—E)dV:/EO-deV. (1.15)
G G

Man beachte, dass der letzte Ausdruck nur noch iiber das Medium integriert werden muss
(wie man es fiir den Energiebeitrag des Mediums auch erwarten wiirde). In der Herleitung
von (1.15) haben wir benutzt, dass

(div Eg)dyp+Eg-d(Ve)

2 —_———
Qodd = — Z/ (dp;)Eo - dA = —/div(Eong) dv = / Ey-dEdV .
i=1/oL; el G

In den Anwendungen ist es oft so, dass wegen der Isotropie des Mediums P entlang von Eg
zeigt. Fiir ein isotropes Medium ist die (elektrische) Arbeit gegeben durch

6W:/EodeV:E0dP, (1.16)

wobei wir im letzten Schritt angenommen haben, dass Ey (das Feld ohne Medium) in der

Kapazitét konstant ist.
Beispiel 4: Weitere Beispiele von Arbeitskoordinaten, die oft vorkommen sind:

Goa ‘—p o E(] BO [} 7
iZy |dV dA dP dM dQ dN

Dabei bezeichnet o, A die Oberflichenspannung, die Oberfliche und By, M
das magnetische Feld, die Gesamtmagnetisierung in einer Spule die mit einer
konstanten Stromquelle betrieben wird. Das letzte Paar braucht man fiir die
Beschreibung von Teilchenaustausch und chemischen Prozess. Dabei ist IV die
Teilchenzahl und p das chemische Potential, was der Arbeit entspricht, die
geleistet werden muss, um dem System ein Teilchen hinzuzufiigen.

Fiir die Diskussion des mechanischen Gleichgewichts wollen
wir uns auf additive Arbeitskoordinaten beschrénken. Als
Beispiel betrachten wir wiederum das Volumen mit V = v Va
V1 4 V4 fiir ein System, das aus zwei Untersystemen besteht.
Auf die Trennwand, welche eine Hemmung darstellt, wirkt
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der Druck p; — p2 (nach rechts). Damit ergibt sich die Gleichgewichtsbedingung
pP=p1=Dpo. (1.17)

Das Argument ldsst sich einfach auf allgemeine additive Arbeitskoordinaten Z,,
verallgemeinern. Das mechanische Gleichgewicht ist dann dadurch bestimmt, dass die
Gleichgewichtsgrofien g, in den einzelnen Teilsystemen mit mechanischem Kontakt
gleich sind.

Fir die Stabilitdt des Gleichgewichts, ist es dabei entscheidend, dass bei kleinen
Auslenkungen dV; > 0 vom Gleichgewicht, sich eine riickstellende Kraft einstellt, d.h.

d(p1 — p2) dp1  dp2
0> (SPL=P2)) _ 0P GP2 118
- < avi ), av " av (1.18)

Das Prinzip, dass sich bei einer kleinen Auslenkung eine riickstellende Kraft ein-
stellt, nennt man das Prinzip von le Chatelier. In diesem Fall folgt daraus, dass die
Kompressibilitdt x = —(1/V)(dV/dp) positiv sein muss.

Man beachte, dass fiir kurzreichweitige Wechselwirkung Uy, auch die innere Energie
(ndherungsweise) additiv ist. Wir konnen die innere Energie in drei Teile zerlegen

U=U; +U;+ Ui, (1.19)

wobei Uy den Teil der Energie H aus (1.7) beinhaltet, bei dem sich die Positionen x;
im Volumen V] befinden und umgekehrt fiir Us. Damit gilt fiir den nicht-additiven
,Wechselwirkungsbeitrag"

U12 = Z wa(lici — acj\) . (1.20)

x;eVy,
:I}]'GV2

Wir betrachten nun den thermodynamischen Grenzfall V' — oo, wobei Vi /V, V5 /V
fest bleiben. Falls die Wechselwirkung auf die Reichweite £ beschrankt ist, tragen nur
Teilchen in einer Schale der Dicke £ zu Ujg bei. Die Anzahl der Terme in (1.20) skaliert
daher mit (A¢)€3 V2/3 5 wihrend die einzelnen Beitriige Ui,2 oc V anwachsen. Im
thermodynamischen Grenzwert gilt Ujo < U, Us und damit wird die innere Energie
(ndherungsweise) additiv mit U = U; + Us.

1.3 Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Nach diesen Voriiberlegungen, wollen wir den ersten Hauptsatz der Thermodynamik
formulieren:

®Bei gegebener Teilchendichte n, gibt es nA¢ Teilchen in der Schale, die jeweils mit den Teilchen
in einem Volumen ¢ wechselwirken.
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Energiesatz:

In einem System, das thermisch isoliert ist (U = dW), ist die Arbeit, wel-
che fiir einen Prozess (1) — (2) (zwischen zwei Gleichgewichtszusténden)
benotigt wird, unabhéngig vom Prozess selbst; aber natiirlich abhéngig
vom Anfangs- und Endzustand.

Damit wird die innere Energie zu einer Zustandsgrofe und die Anderung dU zu einem
vollstandigen Differential. Weiterhin definieren wir die Wérme fiir einen allgemeinen
Prozess als Differenz Q) = dU — §W. Den ersten Hauptsatz kann man damit in der
kompakten Form (man beachte d versus §)

dU = 6Q + oW (1.21)

zusammenfassen. Der erste Hauptsatz macht nur eine Aussage iiber Zustinde, die
durch einen Arbeitsprozess erreichbar sind. Wenn man zum Beispiel keinen Teilchen-
austausch in 6W zulésst, ist die Arbeit und damit die Warme fiir solche Prozess nicht
definiert.

Hinweis: Wir verwenden weiterhin die Vorzeichenkonvention, so dass dW,dQ > 0
einem Prozess entspricht, bei dem Arbeit bzw. Warme dem System zugefiihrt wird.

Wichtig: Da die innere Energie eine Zustandsgrofe ist, kann man davon reden, wie grof
die innere Energie eines Zustandes ist. Eine analoge Aussage kann man tiber die Arbeit
und Warme nicht treffen. Es ist nicht so, dass ein Teil der inneren Energie Arbeit
und der Rest Wéarme ist. Die Begriffe Arbeit und Wérme sind reine Prozessgrofsen
und kénnen nur als Anderungen §Q, W definiert werden.

Folgerung 1: (Unméglichkeit eines Perpetuum-mobile erster Art)

Betrachten wir ein thermisch isoliertes System mit 6Q) = 0, dann gilt dU = W
und damit gilt fiir einen beliebigen Kreisprozess (Anfangszustand = Endzustand)

f&W:dezo. (1.22)

Somit ist es nicht moglich, Arbeit in einem Kreisprozess aus einem System
zu gewinnen. Wie wir gesehen haben, ist es in Wirklichkeit sogar so, dass die
duferen Krifte nicht genau den inneren Kréaften entsprechen. Im Kolbenbeispiel
haben wir diskutiert, dass man bei der Kompression mehr Druck aufwenden
muss, und bei der Expansion weniger Druck nach Auften ankommt. Aus diesem
Grund ist fiir einen realen Kreisprozess die Gesamtarbeit ¢ §W = — ¢ pxdV
sogar positiv, das heifst man muss Arbeit investieren, um den Kreisprozess zu
betreiben.

Folgerung 2: Die Gleichgewichtsvariablen g, in (1.8) kénnen durch die Ableitungen

o = <8U>
“ 0Za 6Q=0,Zp40

(1.23)
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bestimmt werden. Insbesondere gilt fiir das vollstdndige mechanische Gleichge-

< oUy ) _ ( OUs > . (1.24)
aZl’a 6Q1=0,Zly5¢a 8227(1 6@2:0722,57&1

Der Index j = 1, 2 bezieht sich dabei auf zwei Teilsysteme, die sich im Austausch
von Z, befinden.

wicht

Folgerung 3: Fiir zwei thermisch isolierte Systeme (6Q; = 0) im gehemmten Gleich-
gewicht, bei dem die einzelnen Volumen Vi, Vo mit V = V; + V5 festgehalten
werden, erhdlt man die innere Energie

U=U:(h)+Ux(V—-W). (1.25)
Die Gleichgewichtsbedingung p; = po entspricht genau einem Extremalwert

von U als Funktion von V; (bei dV = 0).
Die Stabilitdtsbedingung (1.18) fithrt auf

o(p1 — p 0*U
V,6Q;=0 1/ v,6Q;=0

das heiftt, dass ein stabiles Gleichgewicht einem Minimum der inneren Energie
als Funktion der Hemmung V; entspricht.

Das Argument kann einfach verallgemeinert werden. Fiir ein System, das aus
zwei thermisch isolierten Teilen im mechanischen Kontakt besteht, gilt U =
Uy + Us, wobei sich das vollstandige Gleichgewicht im Minimum der inneren
Energie einstellt. In Formeln bedeutet das, dass die Hesse-Matrix d?U in einem
thermisch isolierten System positiv semidefinit ist; wir schreiben dafiir d?U =

(82U/6ZQ8Z5)0¢7§ > 0.

Folgerung 4: (mechanische Maxwellbezichungen)

Wie zuvor gesehen, hat §W auf dem Unterraum mit 6Q) = 0 ein vollstéandiges
Integral. Damit gelten dort die Integrabilitdtsbedingungen (1.2)

<8ga> - <ag5> . (1.27)
0723 6Q=0,Z340 0Za 6Q=0,Z320

Fiir den Fall eines Gases bei dem man Teilchenaustausch beriicksichtigt, mit
OW = —pdV + pudN, gilt damit die Maxwellbeziehung

) o™ (1)
— = = | = ) (1.28)
(8]\7 V,6Q=0 V' ) N so=0

Folgerung 5: Die Zustandsgrofen Z = (U, Z1, Za, ... ) legen einen Gleichgewichts-
zustand eindeutig fest:
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Startend von einem beliebigen Gleichgewichtszustand, kann man die anderen
Gleichgewichtszusténde durch Prozesse erreichen. Die Anderung der Arbeitsgro-
Ren Zy, Zs, ... beschreibt alle moglichen mechanischen Verdnderungen W. Die
ausgetauschte Warmemenge wird durch die Angabe von dU iiber 6Q = dU — W
festgelegt. Der erste Hauptsatz garantiert, dass U selbst existiert und eine Zu-
standsgrofie ist. Damit ist jeder thermodynamische Gleichgewichtszustand durch
die Angabe von Z eindeutig bestimmt.%

Betrachten wir nochmals ein thermodynamisches System, das aus zwei Teilen besteht.
Im mechanischen Kontakt sind die Groken g, (zum Beispiel der Druck, das chemische
Potential, ...) gleich. Fiir die innere Energie gilt U = U; + Us. Wenn wir nun
thermischen Kontakt zwischen den Teilen erlauben, ergibt das die Moglichkeit Energie
in der Form von Wérme auszutauschen. Die Frage ist nun, wie sich die Gesamtenergie
U im Gleichgewicht in die zwei Teilsysteme verteilt.

Wirmeaustausch
Ui — Us

Der nullte Hauptsatz der Thermodynamik garantiert, dass sich ein thermisches Gleich-
gewicht einstellt und dass dieses auch transitiv ist. Das bedeutet, dass wenn 1 mit 2
und 2 mit 3 im thermischen Gleichgewicht sind, dann ist auch 1 mit 3 im Gleichge-
wicht. Die Gleichgewichtsgrofe, die zur inneren Energie gehort, wird als Temperatur
1 bezeichnet. Durch thermischen Kontakt gleichen sich damit die Temperaturen der
Teilsysteme an. Es ist natiirlich, das Vorzeichen der Temperatur so zu wéhlen, dass
sich U erhoht, wenn ¢ erh6ht wird. Auf Grund der Symmetrie, kénnen zwei Systeme
bei derselben Temperatur Warme reversibel austauschen.

Man definiert ein Wirmebad bei der Temperatur g als ein System im Gleichgewicht
mit einer inneren Energie Uy, die viel grofer ist, als die Systeme, welche thermisch
angekoppelt werden. Durch thermische Kopplung kann damit ein anderes System auf
durch Warmeaustausch auch auf die Temperatur ¥y gebracht werden. Die konventio-
nelle Temperaturskala ist das Grad Celsius (°C). Bei Normaldruck gefriert Wasser
bei 0°C und siedet bei 100 °C.

1.4 Ideales Gas, Kreisprozesse

Ein (einatomiges) ideales Gas ist ein N-Teilchen System im Volumen V' ohne Wech-
selwirkung Uyyw = 0. Damit besteht die innere Energie nur aus kinetischer Energie

SWir verwenden hier implizit, dass es neben der Energie keine andere Erhaltungsgrofe im System
gibt. Ansonsten muss der Wert der zusétzlichen Erhaltungsgréfien auch noch angegeben werden, um
den Zustand zu bestimmen.
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mit U = K (das externe Potential Uey wirkt nur als Hemmung). Physikalisch sind
diinne Edelgase, d.h. Edelgase bei tiefen Dichten oder hohen Temperaturen, in sehr
guter Naherung ideale Gase. Wir betrachten ideale Gase als ein thermodynamisches
System bei fester Teilchenzahl, so dass das Volumen V' die einzige Arbeitskoordinate
ist. Mit dem ersten Hauptsatz wird ein Zustand durch die zwei Zustandsgrofen (U, V')
eindeutig festgelegt. Insbesondere gilt damit, dass es einen Zusammenhang f(V, p, ¥)
zwischen den drei Variablen V. p, ¢ geben muss. Ideale Gase erfiillen eine Reihe von
empirischen Eigenschaften, insbesondere gilt auf Isothermen (¢ fest)

pV = konst. (Boyle-Mariotte),
U = konst. (Gay-Lussac).
Gay-Lussac hat sein Gesetz durch einen Uberstromversuch bestimmt: Lisst man

ein (ideales) Gas mit Temperatur T; sich von einem Volumen V; auf ein groferes
Volumen V5 ausdehnen, dndert sich die Temperatur des Gases nicht.

Mit dem Vorwissen aus der Mechanik konnen wir zeigen, dass die beiden Eigenschaften
dquivalent sind. Dazu ist es niitzlich, sich das Virial > ;Tj D) anzuschauen. Mit den

hamiltonschen Bewegungsgleichungen erhalten wir fiir die zeitliche Anderung

dtzw] pj = Zp] 8K Z x; L%—2K+ZCC] Foj. (1.29)

Wenn man diese Gleichung {iber die Zeit 7 mittelt, dann ergibt sich auf der linken
Seite

T (T—00)

0, (1.30)

d
%ij‘pj /dtdtzw] pj = TZ J p]
J

wobei wir angenommen haben, dass das System stabil ist, mit ‘ZJ T; -pj‘ < 00.

Weiterhin gilt im Gleichgewicht (mit dFuy = —pdA auf der Oberfliche 9V')

=3
—~ =
—Z i Fogrj = / x-dA :p/ dive dV = 3pV . (1.31)
oV 1%
Damit erhalten wir das Resultat
(id. Gas) — (1.30) 1 —(131) 3
A > @ Fexy = A (1.32)

J
Somit haben wir gezeigt, dass Boyle-Mariotte &dquivalent zu Gay-Lussac ist. Im
Allgemeinen Fall mit H = K + Upq folgt aus (1.29) und (1.31) die Beziehung

anw
gK pV-f—Zl'] =pV — ij WW,J) (133)
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p U

‘ Adldbdt( B
o v Abbildung 1.2: Lage und
.. Form von Adiabate und
e Isotherme im p-V" und U-
) V Diagramm.

wobei der letzte Term dem Virial der Wechselwirkungskraft entspricht.

Bei einem isothermen Prozess gilt mit Gay-Lussac, dass 6QQ = —0W = pdV. Damit
nimmt ein ideales Gas bei einer isothermen Expansion (Vo > V;) die Wéarme

) (2 2 2 9
(1) (1) 3 Joy V3

auf. Betrachten wir nun einen adiabatischen Prozess (ohne Warmeaustausch 6Q = 0),
der reversibel ausgefiihrt wird. Es gilt

(LHS) o

3
§(Vdp +pdV) =dU W = —pdV . (1.35)

Nach Separation in (dp/p) = —3(dV/V) erhalten wir die Losung

pV°/3 = konst. (Adiabatengleichung). (1.36)

In Abbildung 1.2 sieht man einen Vergleich der Adiabaten mit einer Isotherme fiir
ein ideales Gas. Dabei ist es im Folgenden wichtig, dass die Adiabate steiler ist als
die Isotherme.

Betrachten wir als Voriiberlegung zum zweiten Hauptsatz den Carnot-Kreisprozess.
Ein Kreisprozess ist eine zyklisch arbeitende (Wéarme-)Maschine, welche Arbeit in
Warme oder umgekehrt umwandelt. Beim Carnot-Prozess betrachtet man ein ideales
Gas als Wirmemaschine, das an zwei Warmebéddern mit den Temperaturen %7 und
P9 < 1 und an ein Arbeitsmedium angekoppelt werden kann, sieche Abbildung 1.3.

Wir untersuchen jetzt den folgenden reversiblen Kreisprozess (Carnot-Prozess):

Isothermen:
o R TNC ) B 9, (1)—(2) und (3)—(4)
‘\\ N mit dU = 0,0Q = pdV,
...... TN SUIRRL LRI ) Adiabaten:
U @ Q, (2)—(3) und (4)—(1)
mit dU = —pdV,6Q = 0.

v

Idealisiert (ohne zusétzliche Reibung) ist der Kreisprozess reversibel. Auf den Isother-
men ist das ideale Gas an das jeweilige Warmebad angekoppelt. Mit (1.34) erhalten
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Kraftmaschine (allg.)
U1

U1
o
o _6W:—pdV — W =01 - Q>
2
0
2 9y

Abbildung 1.3: Allgemeiner Kreisprozess: Eine Kraftmaschine entzieht dem Warme-
bad bei der héheren Temperatur die Warme ()1 und verwandelt diese in Arbeit W
und Abwérme @2 (in das zweite Wéarmebad). Links ist ein Versuchsaufbau gezeichnet.
Die beiden Warmebéder sind mit Wérmeleitern an das Gas U,V gekoppelt. Die
Arbeit wird durch den Kolben als Arbeitsmedium geleistet. Rechts ist das entspre-
chende Energieflussdiagramm dargestellt. Der Wirkungsgrad 7 einer Kraftmaschine
ist definiert als n = geleistete Arbeit/aufgewendete Warme = W/Q;.

wir fiir die Zuwérme (Q1) und Abwérme (Q2)
2 2
Ql = §U1 ln(VQ/Vl), bzw. QQ = gUQ ln(V3/V21) y (1.37)

fur die isotherme Expansion (1)—(2) bzw. Kompression (3)—(4). Auf den Adiabaten
gilt V/3U = konst. und es folgt Va/Vi = V3/Vy. Das Verhiltnis der Wirmemengen
vereinfacht sich damit zu

Q@ Uy _
0,0 f(91,92) < (1.38)

und ist wegen Gay-Lussac nur eine Funktion f(11,192) der Temperaturen der beiden
Wirmebéder. Als Resultat erhdlt man den Carnot- Wirkungsgrad

W Q- Q2:1 Q2
ne= Q. Q1

Da der Kreisprozess reversibel ist, kann man ihn auch Wiirmepumpe
riickwéirts betreiben, von (1)—(4)—(3)—(2)—(1). In 9,
diesem Fall ist der Prozess eine Warmepumpe mit dem T O
Wirkungsgrad

=1- f(191,192) > 0. (139)

Q1 1 W=
WP = = (1.40)

1@

Man beachte, dass die Bedingung reversibel essentiell

ist damit man den Prozess riickwéarts betreiben kann. V2
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1.5 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik erlaubt es uns fiir Systeme, die im thermi-
schen Kontakt stehen, die auf Aufteilung der inneren Energie auf die zwei Teilsysteme
zu berechnen. Er leistet aber noch viel mehr. Eine Folgerung aus dem Hauptsatz
ist die Definition einer absoluten Temperaturskala. Weiterhin préazisiert er, dass
irreversible Prozesse nur in eine Richtung ablaufen kénnen. Damit erlaubt er es zu
unterscheiden, ob eine Videoaufnahme vorwarts oder riickwarts abgespielt wird. Der
zweite Hauptsatz mit der Entropie als zugehorige Zustandsgrofe ist das Kernstiick
der Thermodynamik.

Wir betrachten zunéchst den zweiten Hauptsatz (Postulat) in der Formulierung von
Kelvin:

(Unmdglichkeit eines Perpetuum-mobile zweiter Art)

Es ist unmdglich, durch blofe Abkiihlung eines einzelnen Warmebades
zyklisch Arbeit zu erzeugen.

Beispiel: Fiir ein Warmebad (innere Energie U, Volumen V') und eine Masse m im
Schwerefeld gilt

(1) (2)

moglich

Y

Mit dem Formulierung von Kelvin ist damit fiir ein einziges Warmebad alles gesagt.
Spannender ist es darum, sich Warmemaschinen zwischen zwei Warmebéader mit
19 < Y1 anzuschauen.

Folgerung 1: (Formulierung von Clausius)

Wirme kann nicht von selbst aus (ohne geleistete Arbeit) in einem Kreisprozess
vom kalten Warmebad zum warmen Warmebad {ibergehen.

Dass diese Formulierung dquivalent zu der (1
Formulierung von Kelvin ist, sieht man, wenn ul®g M@
man den Prozess (Black Box) von Clausius =W =Q—Q-
mit dem Carnot-Prozess verkniipft. Damit
erhélt man aus der Maschine von Clausius HQ2 Q2 9

2

eine Maschine, die fortlaufend die Warme
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Q1 — Q2 aus dem Wirmebad 9, in die Arbeit W = Q1 — Q2 umwandelt, was
nach Kelvin nicht erlaubt ist. (Als Ubung zeigt man die umkehrte Richtung.)

Folgerung 2: (Satz von Carnot)

Der Carnot-Wirkungsgrad ist der maximale Wirkungsgrad fiir einen Kreisprozess
zwischen zwei Warmebadern.

Zum Beweis verkniipft man die (imaginire) Maschi-
ne (Black Box) mit einem Wirkungsgrad n > n¢
mit der Carnot-Maschine, die als Warmepumpe be-
trieben wird (W/Q1 = nc,W/Q} = n). Nach Au-
Ken wird keine Arbeit geleistet aber die Warmemenge
Q=01 —Q1=Q—Qy=W(rns'—n") >0 vom
kalten ins warme Wéarmebad.

Folgerung 3: (Universalitét reversibler Kreisprozesse)

Da reversible Kreisprozesse auch riickwarts als Warmepumpen betrieben werden
konnen, folgt aus dem Satz von Carnot sofort, dass der Wirkungsgrad eines
reversiblen Kreisprozesses immer 7o ist. Ansonsten kann man den Prozess in
der Skizze der Folgerung 2 riickwérts laufen lassen und damit die Formulierung
von Clausius verletzen. Damit ist der Carnot-Wirkungsgrad universell fiir alle
reversiblen Kreisprozesse mit zwei Warmebadern giiltig. Die Konstruktion des
Carnot-Prozesses iiber das ideale Gas in Abschnitt 1.4 ist damit nur dazu da,
zu zeigen, dass o > 0, das heifst dass ein nichttrivialer reversibler Kreisprozess
existiert. Mit dem zweiten Hauptsatz kann man zeigen, dass auch reale Gase
denselben Wirkungsgrad haben, wenn sie reversibel (ohne zusétzlichen Reibungs-
verlust) betrieben werden. Man bezeichnet damit alle reversiblen Kreisprozesse
Carnot-Prozesse.

Folgerung 4: (Absolute Temperaturskala)

Fiir die Funktion f(¢1,v2) = Q2/Q1 im Carnot-Wirkungsgrad nn = 1— f(¥1,J2)
fiir reversible Kreisprozesse gilt (mit ¥J; beliebig)

_
f(ﬁQ’ﬁl)’

Die erste Relation folgt aus der Reversibilitdt. Die zweite Relation aus der
Verkettung des Kreisprozesses zwischen 99 und v mit einem zwischen v,
und v3, so dass Netto keine Wéarme in das Wéarmebad 19 flielt. Damit hat
man effektiv einen Carnot-Prozess zwischen dem Wéarmebad 1 und ¥'3. Mit

Q3/Q1 = (Q2/Q1)(Q3/Q2) folgt das Resultat.

Durch die Festlegung der Temperatur Ty eines Standardbades 0 wird damit
die absolute Temperatur (oder thermodynamische Temperatur) T' = Tp f (Yo, ¥)
eines beliebigen andere Wéarmebades (mit der phdnomenologischen Temperatur

f(01,92) = f(W01,93) = f(V1,92) f(V2,73) . (1.41)



1.5. ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK 17

V) festgelegt. Damit gilt 7" > 0 und

Q2 f(o,02) _ Tp

= f(V1,92) = ==, 1.42
@1 f(91,52) f(Wo,91) Th (1.42)
Der Carnot-Wirkungsgrad hat damit die einfache Form
T
=1—- = 1.43
e, T (1.43)

als Funktion der absoluten Temperaturen.

Man beachte, dass die so definierte Temperaturskala nur einen Freiheitsgrad
hat (gegeben durch die Festlegung von Tp). Insbesondere unterscheiden sich
die verschiedenen Temperaturskalen nur durch eine multiplikative Konstante.
Dadurch und durch die Ungleichung T° > 0 wird der Temperaturnullpunkt
absolut verankert (mehr dazu beim dritten Hauptsatz). Konventionell legt man
das Kelvin, als absolute Temperaturskala, so fest, dass zwischen Gefrier- und
Siedepunkt des Wasser genau 100 Kelvin liegen. Die Umrechnungsformel von
der phanomenologischen auf die absolute Skala lautet damit

T[K] = 9[°C] + 273,15 (1.44)
Aus dem Vergleich von (1.42) mit (1.38) findet man U o T fiir das ideale Gas.

Weiterhin ist U proportional zu der Teilchenzahl N, womit wir die kalorische
Zustandsgleichung”

3
erhalten; hierbei ist die Boltzmann Konstante
kp=1,38-107%J/K =8,62-107°eV/K (1.46)

durch die Wahl der Temperatureinheit experimentell bestimmbar. Mit (1.32)
erhalten wir zudem die thermische Zustandsgleichung

pV = NkpT . (1.47)

Fiir makroskopische Experimente ist es oft niitzlich, die Teilchenzahl in Einheiten
von (Avogadro-Konstante®)

N4 = 6,022 - 10%® /mol (1.48)
zu messen. Damit gilt
U= gnRT, pV =nRT (1.49)

mit n = N/Ny4 der Stoffmenge (in Mol) und der Gaskonstanten R = Ngkp =
8,31 J /mol K.

"Der Faktor 3 ist Konvention und sorgt dafiir, dass die thermische Zustandsgleichung (1.47) ohne
Faktor auskommt.
8Die Zahl ist so gewahlt, dass Mol das Verhiltnis der atomaren Masse u zu einem Gramm angibt.
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Folgerung 5: (Satz von Clausius)

Fiir einen beliebigen Kreisprozess gilt

5Q 5Q;
fT:ZTFO (1.50)

J

wobei T} die Temperatur des Warmebades im Schritt j angibt, aus welchem
die Warmemenge 6@); entnommen wird.

Zum Beweis fiihren wir ein zusétzliches Warmebad mit Temperatur Ty > Tj
ein und betrachten das Gesamtsystem als ein thermodynamisches System. Wir
fithren den Prozess dann schrittweise mit Carnot-Maschinen zwischen T und
dem jeweiligen Tj durch mit §Q;/0Qo ; = Tj/To. Am Ende des Kreisprozesses
haben wir nur dem Warmebad Ty die Warme

Qo = Z 0Qo,; = To Z 51;& (1.51)
j i Y

entnommen. Nach dem ersten Hauptsatz wurde diese vollstédndig in Arbeit
W = Qo umgewandelt. Dies ist mit dem zweiten Hauptsatz nur zuléssig, falls
Qo < 0 (so, dass in Wirklichkeit Arbeit in Warme verwandelt wurde), womit

der Satz folgt.
Tt
¥|0Q0,1 *5Q0’2 0
+ Warmebad —» _gWQ
O T

Kreisprozess

W=Y,80Q;

Kreisprozess

W=Y,80Q;

Kreisprozess

W' = Qo

Folgerung 6: (Irreversiblitét)

Ein reversibler Kreisprozess kann auch riickwérts aufgefiithrt werden. Dabei
drehen sich aber alle Warmemengen um. Mit dem Satz von Clausius gilt dann
— f 0Q/T < 0 und somit (wir deuten mit Subskript ,rev an, dass wir uns auf
reversible Prozesse beschréinken)

j{‘;QreV =0. (1.52)

T

Kreisprozesse mit § ‘%Q < 0 nennt man irreversibel, da sie nicht zeitumgekehrt
betrieben werden koénnen. Die Ungleichung bestimmt damit eine Zeitrichtung,
den thermodynamischen Zeitpfeil.
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Wenn man sich daher auf reversible Prozesse beschrankt (Warmeaustausch
ohne Temperaturunterschied, Volumenédnderung ohne Druckunterschied, ...),

ist das Integral
M 5Qye
Sl (1.53)
/(0> T

unabhéingig vom Prozess und nur abhingig vom Anfangs- und Endzustand.

Dies fiihrt direkt zu der Definition einer neuen Zustandsgrofke, der Entropie

Z
S(Z)—/Z Mifev + S0, (1.54)

wobei die Integration iiber einen beliebigen reversiblen Prozess vom festen Zustand
Zy nach Z ablauft und Sj eine Integrationskonstante ist, die noch unbestimmt ist.
Damit ist dS = 6Q/T ein vollstandiges Differential, womit man die Temperatur T
als integrierenden Faktor auffassen kann. Durch den zweiten Hauptsatz, wird die
Entropie bis auf die additive Konstante Sy festgelegt.

Aus der Kombination des ersten und zweiten Hauptsatzes erhélt man die gibbssche
Fundamentalgleichung

ds de g ZgadZ (1.55)

Damit kann man die komplette Thermodynamik aus der Zustandsfunktion S(Z) =
S(U, Zy,...) erhalten. Insbesondere gilt

1 oS o oS
S (22 Go _ [ 92 _ (1.56)
T ou ), T 0Z, UZp s
Fiir den Fall, dass das Volumen die einzige Arbeitskoordinate ist, erhélt man aus
1 oS
— == 1.57
r= (), @57
durch Umstellen die kalorische Zustandsgleichung U (T, V') und aus
P oS
=== 1.58
7= (), (59
die thermische Zustandsgleichung. Zudem findet man die (thermische) Maxwellbezie-
hung
2 1
o5 _ 9 (1 :i(£> , (1.59)
ouov. oV \T ), 0U\T/v

Man beachte, dass es fiir diese Resultate entscheidend ist, die Entropie S als Funktion
der natiirlichen Variablen (U, V') anzugeben. Die Funktion S(U,V) ist das erste
Beispiel eines thermodynamischen Potentials.



20 KAPITEL 1. DIE HAUPTSATZE DER THERMODYNAMIK

In einem thermisch isolierten System kann die Entropie nicht abnehmen. Man sagt
auch, dass nur solche Prozess spontan ablaufen kénnen. Denn aus dem Satz von
Clausius folgt fiir einen Prozess von (1) nach (2)

S(Zy) < S(Zo), (verkiirzt als AS > 0 geschrieben) (1.60)

mit dem Gleichheitszeichen bei Reversibilitat. Fiir den Beweis vervollstandigen wir
den (thermisch isolierten) Prozess zu einem Kreisprozess, wobei wir die Riickkehr
von (2) nach (1) reversibel (nicht notwendigerweise adiabatisch) vollziehen. Damit
erhalten wir

Z> A
0> ?é 00 / ‘5Q ‘5QT“‘V — S(Z1) - S(Z), (1.61)

woraus das Resultat folgt. Der adlabatlsche Prozess in einem thermisch isolierten
System ist damit nicht gleichbedeutend mit Isentropie (dS = 0). Nur ein reversibler
adiabatischer Prozess ist isentrop.

Beispiel 5: (Entropie des idealen Gas)

Mit diesen Voriiberlegungen kénnen wir die Entropie S(U, V') des idealen Gases
berechnen. Ausgehend von einem Referenzzustand (Up, V) mit Entropie Sy = 0,
erreichen wir den Zustand (U, V') durch eine Abfolge einer Adiabaten (V2/3U =
konst.) und einer Isothermen (mit der Temperatur 7' bestimmt durch (1.45)).
Auf der Adiabaten bleibt die Entropie erhalten, und das Gas dehnt sich auf das
Volumen V; = (Uy/U)%/?V} aus.

Auf der Isothermen gilt (mit Gl. (1.34))

1 [V

= [ 6Qu = Nigln(V/Vi) = Nk (V) V%) + § n(U/Ui) . (1.62
T Jww)

Beispiel 6: (Zshg. zwischen thermischer und kalorischer Zustandsgleichung)

Der zweite Hauptsatz liefert einen Zusammenhang zwischen der thermischen
p(V,T) und der kalorischen U(V,T) Zustandsgleichung. Dazu betrachten S als

Funktion von (V,T) und erhalten
05\ _(0S\ (0UN  (95\ o (9S\ , (95) (U
or),  \ou),\oT ) ov ),  \ovV /), \oU ), \ovV ),
———— —_—— ——

/T p/T 1/T

bezichungsweise T'(0S/0T )y = (0U/0T)y und p = T(0S/0V ) — (0U/OV )
Aus der ersten Beziehung folgt T'(9%S/0VAT) = (9*°U/0V IT) (ableiten nach
V). Wenn man die zweite Beziehung nach 7" ableitet erhélt man damit

=0

op 05 25 92U p 10U
9N _ (92 _ _P LYY
<8T>V <8V>T+ ovVoT ~ avaT T+T<6V>T (1.63)
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Somit gilt der thermodynamische Zusammenhang

@@

zwischen der thermischen und der kalorischen Zustandsgleichung, welcher &qui-
valent zu (1.59) ist.

Die thermische Zustandsgleichung pV' = NkgT (1.47) bedingt mit (1.64), dass

Damit ist in diesem Fall die innere Energie U(T') unabhéngig vom Gasvolumen

V.

Beispiel 7: (relative Objektivitat der Warme/Entropie)

Zum Verstéandnis der relativen Objektivitat betrachten wir das thermodynami-
sches System aus Beispiel 1, bei dem alle Teilchenkoordinaten Arbeitsgrofsen
sind. Dann gilt dUpot = 3 ;(0Upot/0;) - dxj = §W. Weiterhin ist K = 0, da
alle Teilchenpositionen festgehalten werden. Damit gilt dU = §W. Fiir dieses
System gibt es daher keine Warme (6Q = 0), da alle Freiheitsgrade von aufen
kontrolliert werden. Weiterhin gilt S(U, x1,...) = Sp. Somit wird die Entro-
pie zu einer Konstanten (mit dem 3.HS S = 0). In Realitéit ist es natiirlich
unmoglich, alle Teilchenpositionen zu kontrollieren. Allerdings gilt die Regel,
dass mit mehr Arbeitsgrofien sich die Warmemenge typischerweise verringert
(weil in einem Prozess zwischen zwei Zustdnden mehr innere Energie in Arbeit
verwandelt wird) und damit die Entropie kleiner wird. Obwohl die Entropie eine
Zustandsgrofe ist, macht es keinen Sinn, die ,Entropie eines Gases* als absolute
Grofe zu betrachten. In der Tat héngt die Entropie von den Arbeitsgréfien und
damit von den experimentellen Moglichkeiten ab. Wir werden diese Verstédndnis
im Kapitel zur statistischen Physik weiter vertiefen.

1.6 Dritter Hauptsatz der Thermodynamik

Der dritte Hauptsatz beruht auf einer experimentellen Beobachtung von Nernst, dass
die Entropiednderungen AS bei tiefen Temperaturen verschwindet mit AS — 0
(T" — 0). Diese Beobachtung wurde von Planck verschérft:

(Nernstscher Warmesatz)

Fiir jedes System strebt die Entropie fiir " — 0 gegen einen von den
Arbeitskoordinaten Z, unabhingigen endlichen Wert.
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Der Wert wird konventionell auf Sy = 0 festgelegt, womit S > 0 gilt. Damit werden
Entropien und die anderen thermodynamischen Potentiale (siehe néchstes Kapitel)
zwischen verschiedenen Phasen und Substanzen vergleichbar. Der dritte Hauptsatz
ist damit fiir chemische Anwendungen wichtig, hat aber nicht denselben Stellenwert
wie die anderen Hauptsétze. Man kann sich insbesondere (zumindest theoretisch)
Systeme ausdenken kann, die den dritten Hauptsatz verletzen.

Bemerkung: Der dritte Hauptsatz gilt nicht fir das (klassische) ideale Gas (1.62).
Man kann sich natiirlich auch auf den umgekehrten Standpunkt stellen und folgern:
jedes reale Gas weicht fiir T' — 0 vom idealen Verhalten ab. In der Tat ist es bei
tiefen Temperaturen wichtig, die Quantenmechanik zu beriicksichtigen, womit der
dritte Hauptsatz giiltig bleibt.

Folgerung 1: (Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes)

Wir betrachten ein thermodynamisches System mit Z = (U, V'), wobei V fiir
eine beliebige Arbeitskoordinate steht. Man kann einen allgemeinen Prozess mit
beliebiger Genauigkeit durch eine Abfolge von isothermen und adiabatischen
Prozessen beschreiben. Isothermen éndern natiirlich die Temperatur nicht. Die
Adiabaten sind gegeben durch S(Z) = konst. und schneiden sich damit nicht.
Nun sind die Zustdnde mit 7' = 0 selbst eine Adiabate (zu S = 0). Damit
kann der Nullpunkt (startend von einem Zustand mit 7" > 0) weder auf einer
Adiabaten noch auf einer Isothermen erreicht werden.

Folgerung 2: (Wéarmekapazitét)

Die Wdrmekapazititen

oQ oS oQ oS
Cv==—=) =T =— d C,=|=—=) =T| = 1.66
o= (5t),~7(5r), = o= (5),-7(5), o
messen, wieviel Wéarme ins System hinzugefiigt werden muss, um die Tempe-

ratur um ein Kelvin zu erhéhen. Die Warmekapazitdten miissen fiir 7' — 0
verschwinden. Der Grund ist, dass die Integrale

T ! T T
S(V,T) = / dT'CV(;/,’T> und S(p,T) = / dT’Cp(;D;/). (1.67)
0 0

bei 77 = 0 konvergieren miissen (damit Sp = 0). Dies erfordert Cy, C), — 0 fiir
T — 0.



Kapitel 2

Thermodynamische Potentiale

Im letzten Kapitel haben wir schon das thermodynamische Potential S(Z) gefunden.
Im Prinzip kann die gesamte Thermodynamik aus den Eigenschaften der Entropie S
als Funktion der additiven Grofken Z bestimmt werden. Wir fassen den Formalismus
im Folgenden nochmals zusammen. Allerdings gibt es andere, dquivalente Formu-
lierungen. Zum Beispiel ist auch die innere Energie U als Funktion von S und Z,
ein thermodynamisches Potential und weitere Potentiale konnen durch Legendre-
Transformationen bestimmt werden. Obwohl alle Formulierungen &quivalent sind,
konnen triviale Aussagen in einer Formulierung in einer anderen Formulierung héchst
nichttrivial sein. Die Kunst der Thermodynamik besteht darin, fiir jede Frage so
mit einem thermodynamischen Potential zu formulieren, dass die Lésung moglichst
einfach wird.

2.1 Entropie

Die Entropie S als Funktion von Z = (U, Z1,...) nennt man ein thermodynamisches
Potential, da man, wie schon gesehen, die gesamte Thermodynamik, insbesondere die
thermische und die kalorische Zustandsgleichung daraus herleiten kann. Die Entropie
erfiillt dabei die folgenden, wichtigen Eigenschaften:

AS >0 (Entropie nimmt zu im thermisch isolierten System) (2.1a)
S(Z1+ Z3) > S(Z1) + S(Z2) (Superadditivitét) (2.1b)
d?’S <0,dS =0 (Maximum im Gleichgewicht) (2.1c)

Wir haben die Eigenschaft (a) schon in (1.60) gezeigt.

Die anderen Eigenschaften folgen direkt: Eigenschaft (b) =

folgt wenn wir uns zwei Teilsysteme anschauen, wel- VA Z,

che mit einer Trennwand gehemmt sind. Im Anfangszu-
stand gilt S(Z1, Z2) = S(Z1) + S(Z>), da der gehemmte

23
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Zustand in den beiden Teilsystemen unabhéngig erreicht werden kann, und die
Wérmemengen in (1.54) additiv sind. Nach Aufhebung der Hemmungen stellt sich das
vollstandige Gleichgewicht ein, das nur durch die Gesamtgrofsen Z; + Zs bestimmt
ist. Da die Entfernung der Trennwand (idealisiert) ohne Arbeit und Warmeaustausch
verlauft, gilt S(Zl, ZQ) = S(Zl) + S(Zg) < S(Zl + Z2> nach (21&)

Durch gehemmte Gleichgewichte werden in der Thermodynamik eine Klasse von Nicht-
gleichgewichtszustinden dargestellt. Das Prinzip mazimaler Entropie, Eigenschaft
(c), besagt, dass in einem abgeschlossenen System (bei festgehaltenen Z = Z; + Zs)
das System genau dann im vollstdndigen Gleichgewicht ist, wenn S maximal ist, d.h.

max  S(Z1) + S(Z2) = 5(Z). (2.2)
Z,y,Z>
(Z=2Z1+2>)

Die Ungleichung < folgt dabei direkt aus der Superadditivitéat (2.1b). Die Gleichheit
S(Z) = S(Z7) + S(Z;) beschreibt, dass wir das vollstdndige Gleichgewicht durch
eine spezifische Aufteilung von Z in Z7, Z; erreichen kénnen. Dies geschieht durch
eine reversible Einfiithrung einer Trennwand im vollstdndigen Gleichgewicht, wodurch
Z7 und Z3 bestimmt werden.

Aus dem Prinzip der maximalen Entropie (mit (1.55) und Z = Z; + Z3)

—dUy —dZ1 o
48 = dvy - > t - - > o 7
= <T11 - :,112> dU, + za: <:,11292,a - 1{191@) dZ1,0 =0 (2.3)
folgen die Gleichgewichtsbedingungen
T =T (thermisches Gleichgewicht),
Jla = 92,0 (mechanisches Gleichgewicht). (2.4)

Die Bedingung, dass d2S < 0 (S ist ein Maximum) garantiert, dass das Gleichgewicht
stabil ist, siche (1.18).

Beispiel 1: (Dampfdruck)

Das System von Wasser und Wasserdampf in einem abge- D
schlossenen Geféfs ist im vollstédndigen Gleichgewicht. Die

Arbeitsgrofen sind (V) N). Die Wasseroberfliche ist die ‘7/ / //6/[/// / //
Trennwand. Die Trennung ist reversibel (ohne Oberflichenspannung) und damit
die Entropien additiv, Sges = Sw + Sp. Das Gleichgewicht bedingt, dass
T=Tw =Tp, p=pw = pp und u = uw = up. Die Groken p und T sind
dabei nicht unabhéngig, sondern durch die Dampfdruckkurve p(7") miteinander
verbunden, siehe spéter.
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Beispiel 2: (Warmetransport)

Betrachten wir zwei Teilsysteme die nur im mechanischen Gleichgewicht sind,
wo aber T7 > T gilt. Durch die Aufhebung der Hemmung in Uy, Uy wird der
Austausch von Energie in der Form von Warme erméglicht. Halten wir das
Gesamtsystem thermisch isoliert, gilt dU; = —dUs. Damit gilt

0
—
is = Lavy + Lavy = (2~ LY aw, 270 (2.5)
_T1 1+T2 2= TQ_Tl 2= ' '

Mit T > Ty folgt dUs > 0, d.h. die Warme fliekt vom heiffleren zum kélteren
Teil des Systems, um ein Gleichgewicht zu erreichen.

Beispiel 3: (unvollstédndiges Gleichgewicht)

Man kann Hemmungen nacheinander auflésen. Insbesondere betrachten wir
eine diathermische Wand, welche Warmeaustausch ermoglicht, aber mechani-
schen Austausch unterbindet. Im Gleichgewicht gilt dann T} = T5 (aber nicht
notwendigerweise p; = pa). Eine bewegliche adiabatische Wand fiihrt hingegen
auf das mechanische Gleichgewicht, das wir schon aus Abschnitt 1.3 kennen
(ohne T1 = Tg)

Homogene Phasen: Betrachten wir eine homogene Phase zum Beispiel das Wasser
in Beispiel 1. Dann kénnen wir uns das System zusammengesetzt aus A gleichwertigen
Teilsystemen im vollstdndigen Gleichgewicht vorstellen. Auf Grund der Homogenitét
ist jedes Teilsystem durch die Zustandsgrofen Z /A bestimmt, so dass Z = (Z/\) +
(Z/\) + . Damit gilt!

S(Z)=S(Z/N)+S(Z/\)+---=)AS(Z/)N). (2.6)

A—mal

Man nennt eine Funktion f : R”™ — R homogen vom Grad «, falls f(Ax) = A* f(x).
Damit ist die Entropie eines homogenen Systems homogen vom Grad 1 oder auch
extensiv. Extensive Grofen sind damit S, U, V, Z,. Die Gleichgewichtsgrofien wie

T, p, p als erste Ableitungen von S nach Z sind damit intensiv, das heifst homogen
vom Grad 0.

Fiir homogene Systeme ist die Superadditividt dquivalent zur Konkavitdt

S(xZ1+ (1 —x)Z2) > xS(Z1) + (1 — 2)S(Z7), 0<az<1; (2.7)
der Beweis folgt direkt aus die Beziehung xS(Z1) + (1 — 2)S(Z3) = S(xZ1) + S((1 —
x)Z3). Zudem gilt die eulersche Homogenitéitsbeziehung2

S = U— Zz ( Zga a) Luspvoun).  @28)

!Die Entropien sind additiv, da das System im vollstindigen Gleichgewicht ist.
2Man leitet die direkt her, indem man die Beziehung (2.6) nach A ableitet und dann A = 1 setzt.
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Im letzten Schritt haben wir die allgemeine Beziehung auf die typischen Arbeitsgréfien
(V, N) spezifiziert. Aus (2.8) erhalten wir fiir kleine Anderungen in einem homogenen
System

1 dT
as = <dU > (9adZa + Zadga)) -5 (2.9)

«

Die Subtraktion von (1.55) liefert die Gibbs-Duhem-Beziehung

0=SdT +  Zadgs = SdT — Vdp + Ndp. (2.10)

Die Beziehung zeigt, dass die intensiven Variablen nicht unabhéngig sind.

2.2 Antwortgrofien

Die Antwort eines thermodynamischen Systems auf Anderung der duferen Bedingun-
gen werden durch Antwortgréfien bestimmt. Fiir den wichtigen Fall mit dem Volumen
V' als Arbeitsgrofse, definiert man die folgenden Messgrofien:

C
Cyp = Wgﬁ (spezifische Warme bei z € {V, p} konst.) (2.11)
1
a=— ov (Ausdehnungskoeffizient) (2.12)
v\aor),
1
8= . (gg) y (Spannungskoeffizient) (2.13)
1
KT =1 (?;)T (isotherme Kompressibilitét) (2.14)
1
K = —— o (adiabatische Kompressibilitét) . (2.15)
V\dp /g

Die Antwortgrofen sind alle intensiv und damit (stoff-)spezifisch. Es gibt Beziehungen
zwischen den Gréfsen. Zum Beispiel gilt

_1(op\ wy 1(0V/oT), _ «a
5‘p<8T>V p@V/ap)r — prr (2.16)

In den Ubungen werden wir zeigen, dass

T 2
_ Vo und C—p:/{—T, (2.17)

Cp—Cy
RT (6174 RS

so dass nur drei der sechs Antwortgréfen unabhéngig sind.
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Beispiel 4: (ideales Gases)

Fiir das ideale Gas mit pV = NkgT und S(U,V) aus (1.62) bestimmt man
durch direktes Rechnen

3
kp=—, Ks=—. (2.18)

3!€ 1
C — Cpr = _—
VTt T’ p 5p

Beispiel 5: (perfektes Gases)

Fiir ein (thermisch) perfektes Gas gilt die thermische Zustandsgleichung pV =
NkpT. Aus (1.64) wissen wir, dass U und damit ¢y nur von 7" abhéngen konnen.
Wir bezeichnen ein Gas (thermisch und kalorisch) perfekt, wenn ¢y konstant
ist. Die kalorische Zustandsgleichung ist gegeben durch

T
U(T) = / AT’ Oy = cyNT = L pv (2.19)
0 kp
Es gilt
5Q = dU + pdv "= AU + pV) = Nd(eyT + kpT).  (2.20)

Damit folgt fiir die spezifische Warme bei konstantem Druck

(oL (1) AT
Fiir einen adiabatischen Prozess (siehe (1.35)) gilt
;—‘;(Vdp +pdV) = dU = —pdV (2-22)
und damit die Adiabatengleichung
pV7 = konst. (2.23)
mit dem Adiabatenexponenten
NS Y (2.24)

cy cy
Das ideale Gas mit ¢, = %kB hat zum Beispiel einen Adiabatenexponenten von
v=3

Beispiel 6: (T'dS-Gleichungen)
Es gilt TdS = dU +pdV = CydT+[(0U/OV)r+p]dV. Aus dem Zusammenhang
(1.64) folgt die T'dS-Gleichung

dp (1.5)

TdS = Cydl'+T (> dv =" CydT — T(av/aT)pdV
14

(av/ap)T
= CydT + ng. (2.25)
KT

or
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Eine analoge Rechnung mit (7, p) als unabhéngige Variablen liefert die zweite
TdS-Gleichung
TdS = Cpdl — aTVdp. (2.26)

Diese Gleichungen sind wichtig, da sie die Entropie(-dnderung) zu einer Mess-
groke machen.

2.3 Innere Energie

Es gilt 7! = (05/0U) 7z, > 0 und damit ist S(U, Z,) umkehrbar mit dem thermo-
dynamischen Potential (innere Energie) U(S, Z,). Man kann die gibbssche Funda-
mentalgleichung (1.55) nach dU umstellen, mit dem Resultat

dU = TdS + ) gadZa . (2.27)
(6%
Damit liefern die partiellen Ableitungen die thermodynamischen Grofen [vgl. (1.23)

und (1.56)] o o
T = <> \ gas ( ) . (2.28)
a8 ) 5. 0Za) 3,25,

Die innere Energie liefert damit dieselbe Information wie S(Z). Damit ist U ein
thermodynamisches Potential mit den natirlichen Variablen (S, Z,).

Beispiel 7: (perfektes Gas)

Die Anderung der Entropie ist gegeben durch TdS = CydT+[(0U/0V )r+pldV,
siehe Beispiel 6. Durch Integration erhalten wir die Entropie des perfekten Gases

(vgl. (1.62))

s= v EpdY) _ oy (T Ty) + Nk In(V/Ve)

T
= Nlcy In(U/Uy) + kg In(V/Vp)]. (2.29)
Durch Umkehrung erhélt man daraus die innere Energie (als thermodynamische
Potential)
Vo kp/cv S/Ne
U(s,v) =10, v e V=cyNT (2.30)

aus dem man die gesamte Thermodynamik bestimmen kann. Das Resultat fiir
das ideale Gas erhilt man mit ¢y = %kB.

Beispiel 8: (Carnot-Kreisprozess)

Mit der Neuformulierung kénnen wir den Carnot-Prozess alternativ im U-S-
Diagramm verstehen. Fiir ein perfektes Gas héngt die innere Energie nur von der
Temperatur ab. Isobaren (Adiabaten) werden damit zu horizontalen (vertikalen)
Kurven.
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U p

Uy o g Ty

Uyl g% Ty

1 1 S V

Die Arbeit W = ¢ pdV = Q1 — Q2 folgt nach dem ersten Hauptsatz und
entspricht der Flache im p-V-Diagramm. Die Warmemengen Q12 = AS/T o
sind mit dem zweiten Hauptsatz durch die Entropiedifferenz AS = Sy — 51
und die jeweilige Temperatur T o festgelegt. Es gilt Q1/T1 = AS = Q2/T5 und
somit W = Q1 — Q2 = Q1(1 — Q2/Q1) = nc@1. Wenn man das U-S-Diagramm
durch ein 7-S-Diagramm ersetzt sieht man, dass der Carnot-Wirkungsgrad
nicht vom Medium sondern nur von der Temperatur abhéngt.

Die innere Energie als thermodynamisches Potential erfiillt auch Beziehungen analog
u (2.1). Betrachten wir einen beliebigen Prozess (1) — (2) bei S und Z, fest (d.h.

insbesondere dW = 0), so gilt
AU <0, (2.31)

d.h. die innere Energie kann nur abnehmen. Als Beweis vervollstdndigen wir, wie in
(1.60), den Prozess durch einen reversiblen Prozess zu einem Kreisprozess mit

=AS=0
z—’%

@ qu 3
O>y{5@ / 562 / 5Qrev:/ Wo L av. (232
(1) T Thnin

Ein analoges Argument wie nach (2.1) liefert aus AU < 0 die Subadditivitét
U(S1+ 52, Z1a+ Z2.a) <U(S1,Z1,0) + U(S2, Z24) und das Prinzip der minimalen
Energie: ein System bei konstanter Entropie und festen Arbeitsgroften ist genau dann
im vollstdndigen Gleichgewicht, wenn die innere Energie minimal ist. Damit gilt fiir
ein stabiles Gleichgewicht dU = 0 und d?U > 0.

Beispiel 9: (Stabilitdtsbedingungen)

Fiir die Variablen (S, V') verlangt die Stabilititsbedingung d?U > 0 insbesondere,
dass?

0*U oT T 0*U Op 1
< —— = _— = — = — —_— = — . .
U= 552 (as)v oy M4 0=gye (av> o Vrs 239

5Da 0 > JdU/T miissen wir T nach unten abschétzen um das Integral absolut grofer zu machen.

4Zunéchst beziehen sich die Stabilititsbedingungen nur auf das Aufheben von Hemmungen. Wir
konnen aber jedes System an eine Kopie von sich selbst koppeln (und es sollte stabil sein). Deshalb
gilt, dass U(S+dS,V +dV)+U(S —dS,V —dV) ein Minimum beziiglich dS, dV ist, woraus d*U > 0
folgt.
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Damit folgen die Bedingungen

cy >0 und kg >0, (2.34)
d.h. mit steigender Temperatur nimmt die Entropie zu und eine Vergrofserung
des Volumens fiihrt zur Absenkung des Druckes.
Die Bedingungen (2.33) sind notwendig aber nicht hinreichend dafiir, dass die

Hesse-Matrix d2U positiv semidefinit ist. Die zusitzliche Bedingung

2 2 2 2
OéDet(dQU):aUaU_<8U>

(2.35)

082 V2 oSov

liefert K > 0, wie wir in Beispiel 13 zeigen werden. Zusammen mit (2.17)
erhalten wir damit die Stabilitdtsbedingungen ¢, > ¢y > 0 und k7 > kg > 0.

Die innere Energie ist niitzlich, wenn wir ein geschlossenes System betrachten, dass
sowohl thermisch, wie auch mechanisch isoliert ist, da dann das Prinzip der mi-
nimalen Energie gilt. In Anwendungen ist man jedoch oft in offenen Systemen
interessiert, die entweder Warme- und/oder Arbeitsaustausch zulassen. Um solche
Systeme zu beschreiben, wollen wir uns im néchsten Abschnitt nochmals die Legendre-
Transformation in Erinnerung rufen, welche wir schon aus der Mechanikvorlesung
kennen. Wir werden uns meist auf das Volumen V als einzige Arbeitskoordinate
beschrénken. Die Resultate lassen sich jedoch einfach auf die Magnetisierung M, ...
verallgemeinern. Insbesondere werden wir das Grofse Potential ) explizit behandeln,
dass Systeme mit Teilchenaustausch beschreibt. Wir werden uns von hier an auf
homogene System beschranken. Damit verwenden wir die Begriffe konvex/konkav
synonym zu sub-/superaddititiv.

2.4 Legendre-Transformation

Startend von einer konvexen Funktion f: R — R, definieren wir die legendre-
transformierte Funktion g = £f als®

9(p) = max[zp — f(z)], (2.36)

die wiederum konvex ist. Die Legendre-Transforma-
tion ist eine Involution, d.h. ihre eigene Umkehr-
funktion, mit L(Lf) = f, es geht also keine In-
formation ,yverloren“. Geometrisch entspricht —g(p)
dem Achsenabschnitt des ,Schattens* der Funktion
geworfen durch Strahlen der Steigung p.

5
%

\/

°Im Allgemeinen muss man das Maximum durch ein Supremum ersetzten, da das Maximum
nicht immer angenommen wird.
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Bemerkung: Es gilt, dass — f(z) genau dann konkav ist, falls f(x) konvex ist. Dadurch
wird die Legendre-Transformierte g(p,y) einer konvexen Funktion f(z,y) konkav in
y wahrend sie konvex in p ist. In der Thermodynamik mdchte man allerdings, dass
9(p,y) konvex in der untransformierten Variablen y bleibt. Darum definiert man
meist —g(p, y) als legendre-transformierte von f(x,y) mit

9(p:y) = —Lf(x,y) = —maxfep — f(z,y)] = min[f (2, y) — zp].

Fiir eine differenzierbare Funktion kann man die Legendre-Transformation durch
ableiten bestimmen. Da am Maximum x* die Ableitung verschwindet gilt

p=f(z") (2.37)

womit = z*(p) durch p festgelegt wird. Man sagt, dass die Legendre-Transformation
von z auf p = f/(z) als unabhéngige Variable ,wechselt®.

Betrachten wir, wie sich g(p) unter kleinen Anderungen verhilt, erhilt man

0

—_——N—
dg = d(z*p — f(z")) = (p — f'(2")) da™ + z*dp = =™ dp. (2.38)
Damit gilt p
)= ) =)=z (2:39)

und man erhélt damit den Wert x der urspriinglichen Variable durch Ableiten von
g nach der neuen Variable p. Ist die Funktion f nicht strikt konvex sondern weist
geraden Stiicke auf, so gehen ,Geraden von f*“ in ,Knicke von g iiber:

A g(p)}

Y

z \/ bp

AB

Da L eine Involution ist, gilt diese Eigenschaft gilt natiirlich auch umgekehrt. Wir
werden diese FEigenschaft im Kapitel {iber Phaseniibergéinge noch genauer beleuchten.

2.5 Enthalpie

Wenn man ein System bei konstanten Volumen autheizt, fiihrt die komplette Warme
0@ nach dem ersten Hauptsatz zu einer Erh6hung der inneren Energie dU = §@Q. In
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chemischen Anwendungen bleibt oft nicht das Volumen sondern der Druck konstant.
Dann wird ein Teil der Wérme in Arbeit §W = —pdV umgewandelt. Wechselt bei
der inneren Energie U(S, V) von V nach p = —(0U/0V)s als unabhéngige Variable,
erhalt man die Enthalpie

H(S,p)=U+pV (2.40)
d.h. —H ist die Legendre-Transformierte von U beziiglich —V. Es gilt
6Q—pdV
~~
dH = dU + pdV + Vdp =TdS + Vdp, (2.41)

damit fithrt das Heizen eines Systems bei konstantem Druck p zu einer Erhohung der
Enthalpie mit dH = §Q. Weiterhin gilt wegen (2.41)

(). (%), (st

Die Enthalpie ist konvex in S mit H(S1+S2,p) < H(S1,p)+ H(S2,p). Die Konkavitét
in p ist nicht so wichtig, da an intensiven Grofen keine Hemmungen angelegt werden
kénnen. Damit ist im Gleichgewicht H minimal beziiglich Hemmungen in S und
AH < 0 fiir Prozesse bei S und p konstant.

Beispiel 10: (Reaktionswérme)

Chemisch Reaktionen werden typischerweise bei festem Druck durchgefiihrt.
Fiir eine Reaktion wird die Enthalpieinderung AH pro Stoffmenge angegeben.
Aus den vorherigen Uberlegungen wissen wir, dass bei konstantem Druck die
Enthalpiednderung direkt der Warmeénderung entspricht. Damit gilt

AH > 0: endotherme Reaktion (Warme aus der Umgebung zugefiihrt),
AH < 0: exotherme Reaktion (Wéarme in die Umgebung abgegeben).

Zum Beispiel findet man fiir die Reaktion C+09 — COs bei Normalbedingungen
AH = —393,51kJ/mol. Damit ist die Reaktion exotherm.

Beispiel 11: (Joule-Thomson-Prozess®)

Der Uberstromversuch von Gay-Lussac hat gezeigt, dass fiir ein ideales Gas die
innere Energie nur eine Funktion der Temperatur 7" ist. Die Versuchsanordnung
wurde von Joule und Thomson verfeinert. Der Versuch wird adiabatisch mit
0@Q) = 0 durchgefiihrt. Der linke Kolben K driickt das Gas mit konstantem Druck
p durch den Wattepfropfen, der als Drossel wirkt, siche Abbildung 2.1. Der
rechte Kolben K’ weicht mit konstantem Druck p’ < p zuriick. Auf Grund des
Druckunterschiedes ist der Prozess irreversibel. Wir betrachten den stationdren
Zustand, der sich nach einiger Zeit einstellt, wenn die Kolben gleichférmig

5Thomson ist dieselbe Person wie Kelvin. Mit dem Ritterschlag 1866 #inderte er seinen Namen
von William Thomson nach Lord Kelvin.
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1.

bewegt werden. Wir bezeichnen mit u, v’ die innere Energie des Gases pro
Volumen auf der linke bzw. rechten Seite (weit weg von der Drossel).

Abbildung 2.1: Joule-Kelvin-Prozess: Die Kol-

ben K und K’ werden so verschoben, dass das

I K’ Gas durch den Wattepfropfen gedriickt wird.
p/

Drossel

Dabei wird der Druck p bzw. p in der jeweiligen
Kammer aufrechterhalten. Der Wattepfropfen
generiert ein Druckgefille Ap = p —p’ > 0 und
der Prozess ist irreversibel.

Betrachten wir jetzt einen (beliebigen) Zeitabschnitt, wihrend dem der linke
Kolben das Volumen V und der rechte Kolben das Volumen V' {iberstreicht.
Da keine Warme ausgetauscht wird, verlangt der 1.HS dass die verrichtetet
Arbeit AW = pV — p'V’ der Anderung der inneren Energie AU = 'V’ — uV
entspricht. Durch Umstellen erhalten wir

H=pV+uV =pV' +dV' =H', (2.43)
d.h. die Enthalpie bleibt erhalten.

Wir fragen uns nun nach der Anderung der Temperatur beim Uberstromen des
Gases. Insbesondere fiihren wir den Joule-Thomson Koeffizienten

HyT = (gﬁ)H (2.44)

ein, der die Temperaturinderung bei einer infinitesimalen Anderung des Druckes
beschreibt. Aus (1.5) folgt (dH = T'dS + Vdp)

_ _(0H/Op)r _ T(9S/Oop)r +V
M= /oT), Cp :

In (2.55) werden wir zeigen, dass (05/9p)r = —(0V/IT), = —aV gilt. Damit
erhalten wir

(2.45)

Vv
HIT = U(aT — 1) . (2.46)
p

Fiir ein perfektes Gas gilt « = 1/7 und damit pyr = 0. Fiir reale Gase gilt bei
tiefen Temperaturen pyp > 0 (das Gas kiihlt sich ab) und bei hohen Tempe-
raturen pyp < 0 (das Gas heizt sich auf). Die Temperatur mit pyr = 0 nennt
man [nversionstemperatur. Fiir Stickstoff (N2) ist die Inversionstemperatur zum
Beispiel 621 K.

2.6 Freie Energie

Festkorper sind relativ starr und damit ist es natiirlich diese bei konstantem Volumen
zu beschreiben. Allerdings ist es in der Festkorperphysik normalerweise so, dass es
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Wérmeaustausch mit einem Warmebad (bei der Temperatur 7" gibt). Das thermody-
namische Potential das auf dieses System angepasst ist, ist die freie Energie F(T,V),
welche wir wiederum als Legendre-Transformation

F(T,V)=U—TS,  dF = —SdT — pdV (2.47)
von S nach T erhalten mit 7' = (OU/0S)y .

Die freie Energie bekommt ihren Namen vom Prinzip der maximalen Arbeit: fiir
ein thermodynamisches System im Wérmeaustausch mit einem Warmebad bei der
Temperatur T, entspricht die (negative) Anderung der freien Energie der maximalen
Arbeit, welche beim Prozess geleistet werden kann. Der Beweis folgt aus

(1.61) 22 5Q AQ
AS > / — = 2.48
T (2.48)
was mit dem ersten Hauptsatz auf die Form
—AW = —-AU + AQ < —AU +TAS = —AF (2.49)

gebracht werden kann. Hier ist —AW die Arbeit, die vom System nach aufen
geleistet wird und die Gleichheit gilt bei einem reversiblen Prozess. Als Korollar
folgt, dass fiir ein mechanisch-isoliertes System (mit AW = 0) im Kontakt mit einem
Wiérmebad, die freie Energie nie zunimmt. Die freie Energie ist konvex in V' mit
F(T,Vi+V,) < F(T,Vi)+ F(T, V) und damit ist F' minimal beziiglich Hemmungen
in V.

Beispiel 12: (Maxwellbeziehung)

Aus der Vertauschung der zweiten Ableitungen erhalten wir die Maxwellbezie-

hung
oS 0’F dp
= _ === 2.
<8V>T oTov <8T)V’ (2:50)

welche wir im folgenden Beispiel benutzen werden.

Beispiel 13: (Stabilitat)
Aus dem Minimalprinzip erhalten wir die Stabilitdtsbedingung
0*F Op 1
0< =— (=) =— 2.51
- oV? <8V> r  VET ( )

oder k7 > 0. Diese Bedingung steht in Zusammenhang mit der Diskussion in
Beispiel 9. Wir erhalten (U ist eine Funktion von S und V)
—0%2U/ov? —92U/0VaS (9p/0T)v

——
PF __(Op\ wo_(op) _(op) (05
ovz ov ), v ) 95 )y \oV )
90U 09U <8p> <85’) _ Det(d?U)
V v

~ == 5T ). = 05 (2.52)

av2 " asav \as

N’ e, e
—0%2U/080V (8%U/0S?%)~1
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Somit entspricht die Stabilitdtsbedingung auf F' genau der Bedingung auf
die Determinante der Hesse-Matrix (zusammen mit (2.33)). Dies entspricht
der Tatsache, die wir schon zuvor besprochen haben: alle thermodynamischen
Potentiale enthalten zwar im Prinzip dieselbe Information. Allerdings sind
seinfache” Einsichten in einer Formulierung oft sehr kompliziert in einer anderen.
Man beachte nur die vielen Schritte in der Herleitung von (2.52).

2.7 Gibbs-Energie

Man kann natiirlich auch Systeme betrachten, die sowohl im Wérme- (bei fester
Temperatur T') wie auch im Arbeitsaustausch (bei festem Druck p) sind. In diesem
Fall definiert man die Gibbs-Energie oder die freie Enthalpie (mit den natiirlichen
Variablen T, p)

GT,p)=U-TS+pV=F+pV =H-TS, dG = —-SdT +Vdp (2.53)

als Legendre-Transformation von H oder F'. Durch die Kopplung an ein Arbeitsmedi-
um bei konstanten Druck p, wird die Arbeit —AW = pAV nach aufsen geleistet. Aus
(2.49) erhalten wir

AG=AF - AW <0, (2.54)

Damit nimmt die Gibbs-Energie (bei fester Temperatur 7" und Druck p) nie zu und
das Gleichgewicht entspricht einem Minimum der Gibbs-Energie. Fiir homogene
Systeme gilt die Beziehung G = Nu(T, p).

Beispiel 14: (Fortsetzung von Beispiel 10)

Wenn man nur Volumenarbeit betrachtet kann man auf G keine Hemmungen
einfiihren. Darum betrachten wir in diesem Beispiel eine chemische Reaktion
bei konstantem Druck und Temperatur, bei der die Teilchenzahl als Arbeitsko-
ordinate wirkt. Die chemische Umwandlungen dndern die Mengen der einzelnen
Stoffe (und heben damit die Hemmung auf den Teilchenzahlen auf). Das Mini-
mumprinzip fiir die Gibbs-Energie bedeutet, dass eine solche Reaktion nur fiir
AG = AH — TAS < 0 ablaufen kann. Eine endotherme Reaktion mit AS > 0
kann damit nur bei Temperaturen grofer als AH/AS spontan ablaufen.

Dieses Resultat ist auch Anwendung bei Phaseniibergéngen. Von fliissig nach
gasformig nimmt die Enthalpie um AH (der latenten Wirme) zu. Allerdings
gilt AS > 0, so dass die gasférmige Phase bei hohen Temperaturen stabil ist.

Wie schon gesehen, folgen Maxwell-Beziehungen einfach daraus, dass die zweiten Ablei-
tungen vertauschen. Jedes Potential fithrt dabei zu einer eigenen Maxwell-Beziehung,
wobei natiirlich die Maxwell-Beziehungen alle dquivalent sind. Insbesondere ist der
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g v Abbildung 2.2: Das Guggenheim-Quadrat zeigt die vier

Potential neben den jeweiligen natiirlichen Variablen. Die

H F partiellen Ableitungen des Potentials nach einer Variable

ist gegeniiber, dabei ergibt sich ein Minus Zeichen, wenn

P T man entgegen dem Pfeil lauft. So gilt (0F /0T )y = —S aber
G (QU/0S)y =T.

Zusammenhang (1.64) zwischen der thermischen- und der kalorischen Zustandsglei-
chung ein Ausdruck der Maxwell-Beziehung. Fiir die Gibbs-Energie erhalten wir die

Maxwell-Beziehung
oS 0’G oV
(&), =m0 (o), ¥ 5

damit ist die Anderung der Wirme als Funktion des Drucks (bei konstanter Tem-
peratur) gegeben durch —TVa. Mit dem dritten Hauptsatz gilt (0S/0p)r — 0
fir T — 0. Damit verschwindet der Ausdehnungskoeffizient fiir 77 — 0. Aus der
Maxwell-Beziehung fiir F',

oS 0*F dp
(av)T oToV <0T>V PP (2:56)
findet man dquivalent, dass auch pf verschwinden muss.” Die Beziehung (2.56) werden

wir bei Phasentibergéingen als Clausius-Clapeyron-Beziehung wiederfinden (dabei ist

(0Q/0V)p = T(0S/0V ) die isotherme Ausdehnungswérme).

Man kann sich die vier Potentiale mit den jeweiligen natiirlichen Variablen mit dem
Guggenheim-Quadrat in Abbildung 2.2 merken.

2.8 Teilchenaustausch und grofies Potential

Wir haben bis jetzt uns nur Volumenarbeit angeschaut. Man kann das Vorgehen natiir-
lich auf allgemeine Arbeitskoordinaten verallgemeinern und beziiglich jeder Koordinate
eine Legendre-Transformation durchfiihren und damit neue thermodynamische Poten-
tiale erhalten. Neben dem Volumen ist der Teilchenaustausch dN in Anwendungen die
wichtigste Arbeitskoordinate. Er erlaubt es Transport und auch chemische Reaktionen
zu beschreiben. Wir starten dafiir mit der freien Energie F'(T, V, N). Die freie Energie
ist konvex in V und N, mit F (T, Vi + Vo, Ny + Ny) < F(T,Vi, N1) + F(T, Vo, No) fiir
beliebige Hemmungen V =V} + Vo, N = Ni + No. Zu N gehort die Gleichgewichts-
grofe p (chemisches Potential). Wegen der Konvexitédt kann man von F' iibergehen
auf das grofie oder grofflkanonische Potential

QUT,V,u)=F —uN=U—-TS — uN, dQ) = —-SdT" — pdV — Ndp. (2.57)

"Falls der Druck endlich bleibt, muss damit auch der Spannungskoeffizient fiir T — 0 verschwinden.
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Fiir ein homogenes System ist {2 linear in V' mit Q = —p(7T, 1)V, womit die Konvexi-
tatsbedingung Q(T, Vi + Vo, ) < QT, Vi, ) + Q(T, Vo, p) trivial wird.

Beispiel 15: (Kompressibilitdtsbeziehung)

Fiir homogene Systeme gibt es einen alternativen Ausdruck, der in Anwendung
oft auftaucht. Wegen der Gibbs-Duhem-Beziehung (2.10) gilt Vidp = Ndu bei
konstanter Temperatur. Daraus folgt fiir die isotherme Kompressibilitét

o () b () (), o

Die Teilchendichte n = N/V als intensive Grofse ist, wie der Druck, nur eine
Funktion von T und p. Damit folgt die Kompressiblitdtsbeziehung

on~! 1 /On VvV [ON
“T“( o >T_n?<8u>ff\f2<8u>m (2:59)

Fiir einen Isolator héangt N (fast) nicht vom chemischen Potential p. Daraus
folgt, dass die Elektronen in einem Isolator inkompressibel sind mit k7 — 07.

2.9 Mehrstoffsysteme

Wir betrachten ein thermodynamisches System, das aus » Komponenten (Stoffen)
besteht. Zundchst wollen wir keine chemische Reaktionen zulassen. Die Arbeitskoor-
dinaten sind Z, € V, Ny,..., N, mit den Zustandsgrofsen

Z=(UV,N,...,N,) = (U, V,N). (2.60)

Damit ist die Entropie gegeben durch S(U,V, N) und erfiillt

TdS = dU + pdV — > _ dN; = dU + pdV — p - dN, (2.61)
=1

wobei p; das chemische Potential der i-ten Komponente ist.

Zu Bestimmung der Entropie betrachten wir den reversiblen Prozess der Entmischung,
siehe Abbildung 2.3. Dafiir benétigt man halbdurchliassige Wéande. Betrachten wir
das adiabatische Entmischen von zwei Kompetenten. Wenn wir die zwei Behélter
auseinander ziehen (entmischen) miissen wir die Arbeit AW (U, V, N1, N3) aufwenden.
Am Ende des reversiblen Prozesses hat man zwei Behélter mit je nur einer Komponente.
Damit gilt

S(U,V, Ny, N2) = S1(Ur, V, N1) + S2(Us, V, Na) (2.62)

mit U = Uy + U + AW und Ty (U, V, Ny) = Ty(Ua, V, Na) = T' (da S maximal bzgl.
Hemmungen in U ist); T ist die Temperatur nach der adiabatischen Entmischung.
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Abbildung 2.3: Reversibles Entmischen: die zwei Stoffe entsprechen den Kreuzen (1)
und den Kreisen (2). Die halbdurchléssigen Wande sind gepunktet dargestellt.

Ideale Mischungen sind durch AW = 0 charakterisiert. Dann gilt

T.  (2.63)

S(U,V,N1,...,N,;) =Y _Si(U, V. Ny), U=> U T

Die Thermodynamik ist somit vollstidndig beschrieben durch die der reinen Kompo-
nenten.Durch Umstellen erhélt man die innere Energie

US,V,N)=> Ui(S,V,N;), S=>_8, Ti=T,. (2.64)

Mikroskopisch ist es natiirlich so, dass AW = 0 genau dann, wenn die Komponenten
nicht miteinander wechselwirken. Ideale adiabatische Entmischungen werden isotherm
durchgefiihrt, da die Temperatur 1" vor der Entmischung gegeben ist durch

oU oU; 05; & 05; i
= <8S>V,N =2 (as)m <aS>V,N =T (aS)V,N =T. 269

)

Da die Temperatur bei der idealen Entmischung fest ist, ist es niitzlich auf die freie
Energie zu wechseln mit

F(T,V,N)=U-T8 =Y F(T,V,N;). (2.66)

Damit folgt die Additivitdt der Partialdriicke

prvn == (gp) =% (57),, ~SeEvN e

und die Tatsache, dass das chemische Potential

oF )
ONi ) 1v.N#N,

(T, V,N) = ( - @i )T’V —OTV) (268)

durch das chemische Potential 1 des reinen Stoffes gegeben ist.
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Beispiel 16: (Mischung perfekter Gase)
Fiir perfekte Gase (mit p;V; = N;kpT;) gilt (aus (2.29) und (2.30))

S(T,V,N) = Z Si(T,V,N;) = ZNi[CV,i In(T/To) + kpIn(V/Vp)] . (2.69)

Aus der Additivitat der Partialdriicke folgt

NikpT _ NkgT
D= Z B S mit N =Y N. (2.70)

%

Startend vom entmischten Zustand mit p; = p und 7T; = T mit der Entropie
So = >;5i(T,Vi,N;), Vi = N;jkgT/p, V = . V; fiilhrt die Interdiffusion der
Gase zu der Entropieerhthung (Mischentropie)

Sm=5=80 =Y _[Si(T,V,N;) = Si(T, Vi, Ni)] = kg > Niln(V/V;)

)

=kp» N;In(N/N;) > 0. (2.71)

Die Mischung der Gase ist damit irreversibel und die Gase entmischen sich
nicht spontan.

Der Prozess wird bei konstantem Druck p und Temperatur 7' durchgefiihrt. Die
Mischung findet spontan statt und fiithrt damit auch zu einer Absenkung der
Gibbs-Energie

GT,p,N)=U—-TS+pV =U—-TSy+pV —T(S — Sy) (2.72)
—Z (T, Vi, ;) TS(TV;,N)+pV+kBTZN1nN/N)
Gi(T,p,N;)
—TSm

Der erste Term entspricht dabei der Gibbs-Energie im entmischten Zustand.
Der zweite Term ist negativ und beschreibt die Absenkung der Gibbs-Energie
auf Grund der Mischung.

Hinweis: Man nennt die Mischung von perfekten Gasen ideale Mischungen, da
keine Wechselwirkungseffekte beriicksichtigt werden. Fiir solche Mischungen ist
die freie Energie F' (als Funktion der natiirlichen Variablen) additiv, wiahrend
S, G zusitzliche Terme auf Grund der Mischung enthalten.

Stellt man sich also die Verschiedenheit der Stoffe als stetig verédnderlichen
Parameter vor, so verschwindet die Mischentropie unstetig, wenn die Stoffe
gleichwertig werden. Man nennt diesen Effekt auch gibbssches Paradoxon, ob-
wohl natiirlich nichts daran paradox ist, weil die Verschiedenheit kein stetiger
Parameter ist (entweder sind die Teilchen fiir alle moglichen Prozesse gleich
oder eben nicht).
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halbdurchlassige Abbildung 2.4: Osmotischer Druck am Bei-
Membran \’\ spiel von Zucker und Wasser: Im linken Be-
v reich befindet sich Zuckerwasser, im rech-
P+ po p ten Bereich reines Wasser. Die Bereiche
o werden durch eine halbdurchlissige Mem-
—> bran gegrenzt auf das der osmotische Druck

' Do Wirkt.

Beispiel 17: (Losungen)
Eine Losung ist ein Spezialfall einer allgemeinen Mischung, bei dem das System
fast nur aus Losungsmittel (Stoff 0) besteht. Die restlichen Stoffe v = 1,2, . ..

sind die geldsten Stoffe. Zur Beschreibung der Losung fithren wir die Konzen-
trationen ¢; = N;/N < 1 (mit ¢y ~ 1) ein. Aus (2.72) erhalten wir

oG 0G)
HO(Tapa Clv"') = <> = <) +kBT1n(CO)
= no(T.p) —ksT ) ey (2.73)

flir das chemischen Potentiale des Losungsmittels, wobei wir die Ndherung
In(co) =In(1 -3, c) ~ -3, ¢, und die Bezichung

0

d Z N;In(N;/N) = Z In(c;)dN; + Z dN; — Z;VNidN . (2.74)

verwendet haben. Analog erhalten wir den Ausdruck

oG
w0 = () —JT) + kpThne,) (275
v/ Tp,Ni#N,

fiir das chemische Potential der gelosten Stoffe.

Beispiel 18: (Osmotischer Druck)

Der osmotische Druck tritt in Systemen auf, in denen die gel6sten Stoffe durch
eine halbdurchlassige Membran in einen Teilbereich eingeschlossen ist, wahrend
sich das Losungsmittel frei verteilen kann, sieche Abbildung 2.4. Da sich das
Lésungsmittel durch die Membran bewegen kann, gilt im Gleichgewicht

110(T,p + Po, €) = p1o(T,p,0) = pd(T, p). (2.76)

Aus (2.73) erhalten wir

/’Lg(Tap +p0) - lug(Tap) - kBTZ Cy (277)
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fiir eine verdiinnte Losung. Unter der Annahme, dass p, < p, konnen wir die
linke Seite linearisieren. Es gilt (Ou)/dp)r = 1/No(0Go/0p)r = Vo/No =~ V/N
und damit folgt der osmotische Druck

Po= N?T S, =L Z N, . (2.78)

Damit gilt die Merkregel: die gelosten Stoffe iiben denselben Druck auf die
Membran aus, den sie als ideales Gas bei derselben Temperatur 17" ausiiben
wiirden.

Beispiel 19: (Dampfdruck einer Losung)

Der Dampfdruck p(7T') einer Substanz ist dadurch definiert, dass der Druck pg
in der fliissigen Phase gleich dem Druck p, in der Gasphase entspricht. Das
Gleichgewicht verlangt

(T, p) = (T, p), (2.79)
siehe Beispiel 1.

Der Dampfdruck eines Losungsmittels wird durch die Zugabe von nichtfliichtigen
Stoffen um Ap erniedrigt (raoultsches Gesetz). Der Grund ist, dass die Stoffe
nur in der fliissigen Phase aber nicht in der Gasphase anwesend sind. Damit
gilt die neue Gleichgewichtsbedingung

pa(T,p — Ap, ) = pg(T,p — Ap). (2.80)
Fiir verdiinnte Losungen erhalten wir daraus

. 8C
k:BTZcV 20T p—Ap) (T, p—Ap, €) "2 (T, p— Ap) (T, p—Ap).

Entwickeln wir u° wie im letzten Beispiel in Ap erhalten wir

Va
§ s 1
k‘BT Cy = < Nﬂ) Ap (2.81)

Typischerweise gilt fiir das spezifische Volumen V, /N, > V5 /Ng. Verwenden wir
zusétzlich das ideale Gasgesetz Vg /Ny = kpT'/p, so erhalten wir das raoultsche

Gesetz
— =) . (2.82)

2.10 Chemische Gleichgewichte

In diesem letzten Abschnitt untersuchen wir die Moglichkeit, dass Stoffe sich mittels
chemischen Reaktionen ineinander umwandeln kénnen. In diesem Fall bleibt natiirlich
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die Teilchenzahl der einzelnen Stoffe nicht erhalten. Betrachten wir als Beispiel die
chemische Reaktion C + Oy = COs3. Ohne die Reaktion sind die Teilchenzahlen
N¢g und No erhalten. Durch die Reaktion wird die Hemmung auf der Teilchenzahl
aufgelost und ein neues Gleichgewicht stellt sich ein, bei dem N¢, No und Nco,
durch thermodynamische Uberlegungen festgelegt werden.

Betrachten wir r Stoffe mit den chemischen Symbolen S;. Die s chemischen Reaktionen,
welche ablaufen kénnen, werden durch die symbolischen Gleichungen

T
dufsi=0,  k=1,...5 (2.83)
=1

mit den stdchiometrischen Koeffizienten l/f € Z beschrieben. Als Beispiel betrachten
wir die Knallgasreaktion 2Hy + O = 2H0 (mit s = 1). Sie involviert die Stoffe Ha,
O2 und H5O. Die stochimetrische Gleichung ist gegeben durch

—2H5 — Oy + 2H50 =0, (damit vy, = —2,v0, = —1,v,0 = 2). (2.84)

Die chemischen Umwandlungen kénnen in einem System ohne Teilchenaustausch die
Teilchenzahlen verdndern. Dabei gilt

dN; =) vid) (2.85)
k=1

mit beliebigen d\q,...,d\s. Die Grofse dA; gibt dabei an, wie ,haufig* die Reaktion k
(im Sinne des Formelumsatzes > ._, v¥S;) ausgefiihrt worden ist mit \; den Umsatz-

variablen. Mit den Anfangsbedingungen N?, ..., N? konnen damit die Teilchenzahlen

Ni =N+ > vExn (2.86)
k=1

durch die Ausfiihrung der s Reaktionen erreicht werden. Diese Teilchenzahlen bilden
eine s-dimensionale Ebenen auf der sich das chemische Gleichgewicht einstellt.

Chemische Reaktionen laufen gewohnlich bei festem Druck p und fester Temperatur
T ab. In diesem Fall entspricht das chemische Gleichgewicht dem Minimum der
Gibbs-Energie G(T, p, N), siehe Abschnitt 2.7. Damit gilt

0=dG=> udN; (2.87)

fiir alle stochiometrisch zuléssigen dN; aus (2.85). Dies fithrt auf die Gleichgewichts-
bedingungen

T
Y vfpi=0,  firk=1,...s. (2.88)
i=1

Die Gleichgewichtsbedingungen entsprechen damit genau den symbolischen Gleichun-

gen (2.83), wobei das chemische Symbol durch das entsprechende chemische Potential
des Stoffes ersetzt wird.
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Massenwirkungsgesetz: Wir betrachten eine einzige Reaktion Y ;_;v;S; = 0
zwischen perfekten Gasen. Das chemische Potential ist dann gegeben durch (2.73).
Die Gleichgewichtsbedingung (2.88) hat damit die Form

Z vipi(T,p,c) = Z,u?(T, p)+ kBTZhl(Ci) , (2.89)
i=1 i=1 i=1

mit uY(T,p) den chemischen Potentialen der reinen Stoffe. Nach Division durch kgT
und anschlieffender Exponentiation erhalten wir das Massenwirkungsgesetz

T

vi _
ch‘ = exp

=1

1 — 0
—7§ w(T,p)| = K(T,p). 2.
gl Hl/uz( P) (T, p) (2.90)

Die Massenwirkungskonstante K héangt dabei nur von T und p ab. Sie bestimmt den
Gleichgewichtszustand Ny, ..., N, auf der stéchiometrischen Geraden N; = NZ-0 + A

Beispiel 20: (Knallgasreaktion)

Die Massenwirkungskonstante fiir die Knallgasreaktion ist bei Normalbedin-
gungen gegeben durch K ~ 1083, Wenn man beachtet, dass sich auf der Erde
ungefihr 10°° Atome befinden und im sichtbaren Universum ungefihr 1050,
liegt das Gleichgewicht vollstindig auf der Produktseite. Konventionell schreibt
man daher 2Hy + O2 — 2H20. Die Riickreaktion (Elektrolyse) findet nicht
spontan statt und braucht die Zugabe von zusétzlicher Energie.

Beispiel 21: (pH Wert)
Es gibt eine andere Reaktion bei der Wasser involviert ist, die viel héufiger
riickwirts ablauft. Es handelt sich dabei um die Dissoziation HoO = H™ +OH™
von Wasser in ein Proton und ein Hydroxyl-Molekiil. Bei Normalbedingungen
gilt K ~ 107", Wegen der elektrischen Neutralitit gilt cg = con. Damit folgt
aus dem Massenwirkungsgesetz

CH C
K — H COH
CH20O
——
1—2cyg

(14 O(cn)), (2.91)

dass die Konzentration der Protonen cg = 1077 betrigt. Man definiert den
pH-Wert als
pH = —loggcp - (2.92)

Bei Normalbedingungen hat reines Wasser daher einen pH-Wert von 7.
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Kapitel 3

Phasenubergange

3.1 Verdampfen

Anders als chemische Reaktionen sind Phaseniibergéinge Prozesse bei denen sich die
Stoffe nicht &ndern, sondern von einer in die andere Phase iibergehen. Typische
Phasen von Stoffen sind gasformig (g), flissig () und fest (f). Betrachten wir als
einleitendes Beispiel den Ubergang von fliissig zu gasformig (Verdampfen) oder
umgekehrt (Kondensation). Wie schon im Beispiel 2.1 gesehen, befindet sich im
Ubergangsbereich ein Teil des Systems in der fliissigen Phase wihrend ein anderer
Teil sich schon in der Gasphase befindet. Im Folgenden vernachléssigen wir wie gewohnt
Oberflacheneffekte auf Grund der Trennfliche. Da die Phasen sowohl im thermischen
als auch im mechanischen Kontakt stehen, gilt im Gleichgewicht p = pg = ps und
T =Ty = T,. Wir verwenden die Gibbs-Energie als das thermodynamische Potential
und erhalten

G(T,p, Ng, Ng) = Gg(T,p, Ng) + Ga(T, p, Ng) = Ngpig(T,p) + Napa(T,p). (3.1)

Die Gibbs-Energie ist additiv, da die Phasen getrennt sind ohne (langreichweitige)
Wechselwirkung. Natiirlich sind die Teilchenzahlen N, und Np in den jeweiligen
Phasen eine Hemmung, die nicht experimentell realisiert werden kann. Erhalten
bleibt nur die Gesamtteilchenzahl N = N, + Ny und das System erreicht einen
Gleichgewichtszustand mit

pg(T,p) = pa(T, p) - (3.2)
Auflosen dieser Gleichung nach p(7T) liefert die Dampfdruckkurve, siche Beispiel 2.1.

Die Funktionen pz und g sind nicht gleich, da sie ja verschiedene Phasen beschreiben.
Bei einem Phaseniibergang erster Ordnung unterscheiden sich die ersten Ableitungen.
Auf der Dampfdruckkurve gilt

Ve <3Ng> Vi <6Mﬂ)
vy = -8 = ([ZF8) gy =0 - (ZE) 3.3
€7 N, ap )y " Ny ap ) (3.3)

45
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p=G/N F/N

A
kritischer Punkt__..--="" kritische Gerade Fe/Ty

L > D »v=V/N

Pc

Abbildung 3.1: Links: Chemisches Potential y = G/N als Funktion des Druckes
p. Die chemischen Potentiale p, und pg der jeweiligen Phasen kreuzen sich. Der
Gleichgewichtszustand entspricht dem Minimum der Gibbs-Energie. Die Gasphase
(hohes spezifisches Volumen) ist bei tiefen Driicken. Rechts: Durch die Legendre-
Transformation wird der Knick zu einer Geraden in der freien Energie. Die freie
Energie F' des Gesamtsystems entspricht der konvexen Hiille der freien Energien Fj,
F,.

denn in der Tat ist das spezifische Volumen v = V//N (Volumen pro Teilchen) in
der Gasphase grofer als in der fliissigen Phase. Die Gibbs-Energie G(T,p, N) =
Nu(T,p) des Gesamtsystems hat damit einen Knick als Funktion des Druckes, siehe
Abbildung 3.1.

Die Gibbs-Energie G(p,T,N) tragt die gesamte thermodynamische Information.
Allerdings ist es nicht méglich aus ihr die Teilchenzahlen Ny, N in den jeweiligen
Phasen zu bestimmen. Dazu muss man zu der freien Energie (pro Teilchen)

= H(T.0) = 4 min(G(T,p, N) ~ pV) = min(u(T,p) — o) (3.4)
P P

iibergehen, welche nur von 7' und dem spezifischen Volumen v abhéngt. Der Pha-
seniibergang entspricht dann der kritischen Geraden in Abbildung 3.1. Ausgehend
von einem spezifischen Volumen v = v, (Gasphase) werden durch eine Erh6hung
der Teilchenzahl (bzw. Erniedrigung des Volumens) immer mehr Teilchen in die
fliissige Phase {iberfiihrt. Beim Wert v = vg ist das gesamte System in der fliissigen
Phase. Die einzelnen Punkte auf der kritischen Gerade beschreiben verschiedene
Mischungsverhéltnisse 0 < z < 1 mit

v=2avg+ (1 —x)vq, T =5 l—x—N (3.5)

Bezeichnet man mit Fy, Fy die freien Energien in den jeweiligen Phasen, so entspricht

o = min[eug(T,p) + (1= 2)un(T,p) — po] (T, ) + (1= ) falTen) (3.

gerade der konvexen Hiille der beiden Kurven, sieche Abbildung 3.1.
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Neben dem Sprung im spezifischen Volumen (Ableitung von p nach p) tritt natiirlich
auch ein Sprung in der spezifischen Entropie s = S/N (Ableitung von p nach
—T) auf. Diese Ableitungen sind iiber die Gibbs-Duhem-Beziehung (2.10) mit der
Dampfdruckkurve p(T') verkniipft. Entlang der Dampfdruckkurve gilt

—8gdT + vgdp = dpy = dpug = —sadT" + vadp . (3.7)
Daraus folgt die Clausius-Clapeyron-Beziehung

dp _As _ 55— s (3.8)
dI'  Av vy —ovg '

Typischerweise gilt As, Av > 0 und damit ist die Steigung der Dampfdruckkurve
positiv.
Wahrend des Umwandlungsprozesses muss die latente Wdirme pro Teilchen

_AH _ A(TS+ Ny)
N N

l

zugefiihrt werden (mit Ap = pg — pg = 0). Fiir den Wasser-Wasserdampfiibergang bei
Normaldruck gilt zum Beispiel £ = 40kJ/mol. Eine Anomalie tritt beim Eis-Wasser
Ubergang auf: fiir Temperaturen zwischen 0 und 4°C gilt Av < 0. Damit ist die
Phasenlinie zwischen Eis und Wasser riickwérts geneigt.

Beispiel 1: (Dampfdruckformel)

Wir benutzen die folgende Naherung um die Clausius-Clapeyron-Beziehung zu
integrieren. Zum einen sei die latente Warme ¢ temperaturunabhéngig. Zum
anderen gelte Av ~ vy mit dem idealen Gasgesetz mit vz = kgT'/p in der
Gasphase. Unter diesen Annahmen folgt aus der Clausius-Clapeyron-Beziehung
dp/dT = {/v,T = ¢p/kpT? die Dampfdruckformel

p(T) oc e /kBT" (3.10)

3.2 Gibbssche Phasenregel

Betrachten wir allgemeiner » Komponenten (Stoffe), die in v Phasen verteilt sind.

Wir bezeichnen die jeweiligen chemischen Potential mit p;,, mit ¢ = 1,...,r, und
a=1,...,v. Als intensive Grofse hingt ;o nur von p, T und den Konzentrationen
¢ja = Nja/Na, No = Zj Njq in der Phase o ab. Von diesen Konzentrationen sind

wegen Zj Cja = 1 nur r — 1 unabhéngig. Insgesamt gibt es damit 2 + v(r — 1)
unabhéngige Variablen. Im Gleichgewicht gelten die Bedingungen

Mia(T7p7 Clas - -+ 7C7"—loc) = Miﬁ(T7p7 C18; - - - 707"715) . (311)
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Das sind genau r(v — 1) Stiick mit ¢ beliebig und « # . Damit erhalten wir als
verbleibende Freiheitsgrade (gibbssche Phasenregel)

f=24vir—-1)—-r(v—-1)=2+r—v. (3.12)

Die Freiheitsgrade geben damit in einem System mit » Komponenten und v Phasen
die Anzahl der freien intensiven Parameter an.

Einkomponentensystem: In einem System mit nur einer Komponente hat eine
reine Phase (v = 1) zwei Freiheitsgrade. Man muss damit sowohl p als auch T festlegen.
Bei der Koexistenz von zwei Phasen (v = 2) verbleibt hingegen nur ein Freiheitsgrad.
Damit tritt die Koexistenz nur entlang einer Linie p(7T") im p-T-Diagramm auf. Wir
haben diese Beziehung im Beispiel 2.1 schon als Dampfdruckkurve kennengelernt. Drei
Phasen kénnen nur an einem Punkt (dem Tripelpunkt) koexistieren. Eine Koexistenz
von vier Phasen kann in einem Einkomponentensystem nicht auftreten.

Die Koexistenz der Phasen kann man, wie schon gezeigt, nicht mit der Gibbs-Energie

G(T,p) beschreiben. Wir gehen daher iiber zur inneren Energie U(S, V). Die Zustande

werden dann komplett durch Z = (S, V) festgelegt (N bleibt fest). Abhéngig von der

Anzahl der koexistierenden Phasen v ergibt sich fiir festes (7, p) dann folgendes Bild

v=1I Reine Phase: der Zustand Z,, ist durch (7', p) eindeutig
Vv Z, festgelegt.

Koexistenz von zwei Phasen «, 8: am Phaseniiber-

V=2 gang entspricht ein Punkt (7,p) der gesamten Gera-
Z\OZ\ den. Die Endpunkte sind die reinen Phasen. Ein belie-
¢ biger Zustand Z wird durch das Mischungsverhaltnis
Zs Zoq = No/(Ny + Np) charakterisiert.
v=3:
/e Bei der Koexistenz von drei Phasen «, 3, v benétigt
man zwei Mischungsverhéltnisse um einen allgemeinen
Zustand Z festzulegen. Alle Zusténde bilden ein Dreieck
Z, mit den reinen Phasen als Ecken und den Zweiphasen-
Zg Mischungen als Kanten.

Das Phasendiagramm eines Einkomponentensystems hat typischerweise die Form:

Va D 4
K f(est) fl(tssig)
K
il T
X g(asférmig)
S T
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Auf der linken Seite entsprechen die Geraden dabei geraden den Ubergangskurven bei
festem (7, p). Je nach Ubergang bezeichnet man die Kurven als Schmelzkurve (f-fl),
Sublimationskurve (f-g) und Dampfdruckkurve (fl-g). Am Tripelpunkt (T) treffen
sich alle drei Phasen. Der Tripelpunkt legt damit die kritische Temperatur T, und den
kritischen Druck p. eindeutig fest. Fiir Wasser (H20) gilt zum Beispiel p. = 611 Pa
und T, = 273 K. Fiir hohere Temperaturen werden die Ubergangskurven zwischen
gasformig und fliissig immer kiirzer und verschwinden am kritischen Punkt (K) ganz
mit As = Av = 0. Am kritischen Punkt sind damit die ersten Ableitungen von p(T, p)
stetig und die Unstetigkeit tritt erst in hoheren Ableitungen auf (Phaseniibergang
zweiter Ordnung). Der weifse Bereich entspricht den reinen Phasen, bei denen die
Zuordnung zu (T, p) eindeutig ist. Die Bezeichnung ,fliissig” und ,,gasformig” haben
nur entlang der Dampfdruckkurven einen strikten Sinn. Denn oberhalb des kritischen
Punktes kann man den Ubergang von fliissig nach gasformig ohne Phaseniibergang
durchfiihren.

3.3 Van-der-Waals-Gas

Gase verhalten sich nur bei sehr hohen Temperaturen und tiefen Driicken als ideale
Gase. Van-der-Waals hat in seiner Dissertation eine phdnomenologische Modifikation
des ideales Gasgesetzes pv = kpT vorgeschlagen, welche den Gas-Fliissig-Ubergang
zu beschreiben vermag. Dafiir wurde er 1910 mit dem Nobelpreis geehrt. Die Idee ist,
dass wegen der starken kurzreichweitigen Abstofsung zwischen den Atomen, fiir jedes
Atom nur das reduzierte Volumen V — b zur Verfiigung steht. Man nennt b > 0 das
Kovolumen. Die langreichweitige Anziehung beriicksichtigte er durch eine Verringerung
des dukeren Druckes um einen Term —a/v?, mit a > 0 dem Kohdsionsdruckparameter.
Der Effekt kommt daher, dass die Teilchen in der Nahe der Wand von den anderen
Teilchen nach innen gezogen werden (die Umgebung ist nicht isotrop). Pro Teilchen (in
der Néhe der Wand) ist die Verringerung proportional zu der Dichte N/V, insgesamt
daher proportional zu (N/V)? = 1/v2. Die Zustandsgleichung des Van-der-Waals-
Gases hat damit die Form ( Van-der- Waals-Gleichung)

(p + %) (v—"0) =kpT. (3.13)

Fiir hohe Temperaturen sind die Isothermen in Abbildung 3.2 &hnlich wie die des
idealen Gases. Bei der kritischen Temperatur 7, hat die Isotherme einen Sattelpunkt

mit (Op/OV ) = (0?p/OV?)r = 0. Aus

dp\ _ 2a kT 9%p _ 2kpT 6a
(&))T_U?’ (v —10)2 =0 <8v2 s (=03 v? =0 (3.14)

findet man die Werte

8
ve = 3b, kT, = —% und p. = - . (3.15)
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p“

#~Sinstabil

metastabil‘{ Spinodale
b v v

Abbildung 3.2: Isothermen des Van-der-Waals-Gases.

Insbesondere hat die Grofe

DcUc 3
LT = 0375 (3.16)

einen universellen, von den Parametern a,b des Gases unabhéngigen Wert. Experi-

mentell findet man eine relativ gute Ubereinstimmung mit leicht erniedrigten Werten
im Bereich 0,28 bis 0,33.

Fiir Temperaturen T < T, gibt es zwischen den Spinodalen mit (0Op/dV)r = 0 ein
ansteigendes Stiick, dass die Stabilitatsbedingung (Op/0v)r < 0 verletzt. Das ist
ein Signal des Phaseniibergangs, weil dann die freie Energie F(V,T) nicht konvex
ist. Wie in Abbildung 3.1 angedeutet, ersetzen wir die freie Energie in diesem Fall
durch die konvexe Hiille. Die Verbindungsgerade entspricht dem Phasengemisch beim
Phasentibergang.

Gesucht ist damit der Dampfdruck p* = p(T'), wel-
cher die Isotherme vervollstdndigt. Er ist bestimmt
durch die Gleichgewichtsbedingung ug(p*,T) =
pe(p*,T). Aus der Gibbs-Duhem Beziehung (2.10)
erhalten wir (Ou/0p)r = v mit der Losung

pw= /vdp—l— f(T) (3.17)

vl Ve v wobei f(T) eine unbestimmten Funktion der Temp-

eratur ist. Entlang der Isothermen kann man damit den Unterschied des chemischen
Potentials berechnen. Wir erhalten daraus

0= 1ig — = [ vl . (3.18)

Durch partielle Integration erhalten wir die Mazwellkonstruktion

g g g
0= [Cetwyap=upls~ [pav= [p-p)av. (3.19)
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951
Abbildung 3.3: Dichte p = 1/v der
fliissigen Phase (pg) und der Gas-
phase (pg) als Funktion der Tem-
peratur fiir verschiedene Gase. Fiir
die reduzierten Grofen liegen alle
Daten auf derselben Kurve. Aus

'70* E.A. Guggenheim, ‘ The Principle
5 of Corresponding States’, J. Chem.
wf Phys. 13, 253 (1945).

d.h. die schraffierten Fliachen sind gleich grofs.

3.4 Universalitat, Kritische Exponenten

Der Ubergang auf die dimensionslosen (reduzierten) Grofen T' = T'/T,, © = v/v, und
D = p/pe bringt die Van-der-Waals-Gleichung auf die universelle Form (Gesetz der
ibereinstimmenden Zustinde)

(}5 + ;) (30 —1) =8T. (3.20)

Man erwartet daher, dass alle Gase dasselbe Verhalten zeigen, wenn man Druck,
Volumen, und Temperatur durch die Werte bei kritischen Punkt teilt. Fiir ahnliche
Gase funktioniert das auch ganz verniinftig, siche Abbildung 3.3.

Noch viel besser funktioniert die Universalitat fiir die sogenannten kritischen Exponen-
ten. Dazu entwickeln wir (T, %) um (T,v) = (T¢, v.) beziehungsweise (T, %) = (1,1).
Per Definition verschwinden sowohl 95/9% als auch 9%5/939? bei T = T,.. Fiir die
restlichen Koeffizienten erhalten wir

o*p\ _ (72 16-81T _ op\ ([ 8 .
o).\ @Bo-1nt) 7 or). \3v-1). 7

Giw).-@m).- (Rl e

Damit hat die Entwicklung von p(7,v) um den kritischen Punkt die Form

PT,0)—1=4T—-1)—6(T -1)(5—-1) - ;( — 1) (3.22)


http://dx.doi.org/10.1063/1.1724033
http://dx.doi.org/10.1063/1.1724033
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Fiir T — 1 ~ (& — 1)® (vergleiche den zweiten mit dem dritten Term) sind die
weggelassenen Terme von héherer Ordnung. Wir erhalten folgendes kritische Verhalten
in der Nahe des kritischen Punktes

(a) Die isotherme Kompressibilitdt divergiert, wenn man sich von hohen Tempe-
raturen entlang einer Isochoren (mit v = v.) dem kritischen Punkt néhert. Es
gilt

1 1 1 1

W ve) = = Bav)r b0 Gpa@ = 1)

x (T —T,)7 (3.23)

mit dem kritischen Exponenten v = 1.

(b) Auf der kritischen Isothermen (T' = T.) verhélt sich der Druck wie

p—1=-3(0- 1)% o (v —v.)° (3.24)

mit dem kritischen Exponenten § = 3.

(c) Unterhalb der kritischen Temperatur muss der Aus-
druck (3.22) durch die Maxwellkonstruktion ergénzt
werden. Diese wird dadurch erleichtert, dass die Gro-
fe p—1—4(T — 1) = p — 4T + 3 eine ungerade
Funktion in v — v, ist. Damit liefert die Maxwell-
konstruktion p* = 4T — 3 und damit

~ 3
=6(T = 1)@ = 1) = S (0" — 1)3=0.
Die Losung mit v* = v, ist instabil (fiir T' < T,), die anderen beiden Losungen
entsprechen v, und vq. Wir erhalten

Vgt = Ve £ 200y/1 = T/T, . (3.25)

Damit gilt fiir die Volumenénderung entlang der Dampfdruckkurve

vg — v = 4ve\/1 — T /T, x (T, — T)? (3.26)

mit dem kritischen Exponenten 5 = %

Experimentell findet man, dass die Universalitdt der kritischen Exponenten 3,~,
sehr schén beobachtbar ist. Allerdings sind die Exponenten anders mit 5 ~ 0,3,
v = 1,3 und d ~ 5,0. Der Grund ist, dass nahe beim kritischen Punkt unsere naive
Theorie zusammenbricht, da Fluktuationen immer wichtiger werden. Die Erkldrung
sowohl der Universalitdt als auch der konkreten Werte der kritischen Exponenten tiber
die Renormierungsgruppentheorie ist einer der wichtigsten Erfolge der theoretischen
Physik in der zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts.



Kapitel 4

Statistische Mechanik

Die statistische Mechanik hat den Ansatz, die Resultate der Thermodynamik mit den
mikroskopischen Gesetzen der Physik in Zusammenhang zu bringen. Damit verliert
man an Allgemeinheit (statistische Mechanik in der Quantenmechanik ist anders als
statistische Mechanik in der klassischen Physik) gewinnt aber an Vorhersagekraft;
insbesondere lassen sich die thermodynamischen Potentiale aus den mikroskopischen
Gesetzen berechnen. Um die Thermodynamik aus den mikroskopischen Gesetzen
zu gewinnen, muss man die zwei Hauptsétze herleiten. Der erste Hauptsatz ist
unproblematisch, da es den Begriff der (inneren) Energie schon mikroskopisch gibt.
Der Knackpunkt ist daher die Entropie S mikroskopisch zu verankern. Die Losung
geht auf Boltzmann zuriick, der erkannt hat, dass es fiir jeden thermodynamischen
Zustand Z (Makrozustand) viele mikroskopische Zusténde gibt. Bezeichnet man die
Anzahl der der mikroskopischen Zustdnde mit I'(Z), erhdlt man S = kpInT', wie
wir spéter sehen werden. Man sieht dabei schon, dass die Entropie keine Eigenschaft
des Mikrozustandes ist sondern erst durch die Angabe des Makrozustandes festgelegt
wird. Damit verkniipft ist die Aussage, dass die Entropie von den Arbeitskoordinaten
abhéngig ist und damit (nur) relativ objektiv ist. Die Theorie wird ganz natiirlich zu
einer statistischen Theorie. Die Thermodynamik erhélt man im thermodynamischen
Grenzfall (U, V,N — oo mit U/N,V/N fest) groker, homogener Systeme, da dann
die Fluktuationen verschwinden.

4.1 Entropie

Starten wir von der Definition (Boltzmann)

S(Z) = kpInT(Z) (4.1)

93
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der Faktor kp legt dabei nur die Temperaturskala auf die Kelvinskala fest.! Viel
wichtiger ist die Tatsache, dass S mit InI" verkniipft ist. Die Intuition kommt daher,
dass I'(Z1, Z3) = T'(Z,)T'(Z,) fiir ein gehemmtes System mit Z; + Zy = Z. Durch
den Logarithmus wird die Entropie damit wie gewiinscht additiv. Die Gleichung
(4.1) verschiebt das Problem einer statistischen Definition der Entropie von S auf I
Gegeben sei ein Maf I'(Z) > 1 der mikroskopischen Zustédnde mit

(1): T'y(Z)=T(Z2) (stationar bzgl. der mikroskopischen Dynamik)
(ZZ) . P(Zl, ZQ) = F(Zl)F(Zg) (multiplikativ),
(i7) : InT(Z) x N (extensiv),

dann folgen daraus die Hauptsitze der Thermodynamik. Die Bedingung (i) beinhaltet,
dass S eine Zustandsgrofe ist (hdngt nur vom Zustand Z ab und nicht von der
Préaparation).

Betrachten wir nun ein System, das aus zwei Teilsystemen zusammengesetzt ist mit
Z = Z1 + Z5. Gehemmt hat das System die Entropie

S(Zl, Z2) = S(Zl) + S(ZQ) =kgp lnI‘(Zl) + kg IDF(ZQ) . (42)

Im Gleichgewichtszustand Z (ohne Hemmung) muss man hingegen alle Zustédnde
beriicksichtigen mit Z;, Zo beliebig, nur eingeschrankt durch Z = Z; 4+ Z5. Die
Gesamtzahl der Zustéinde ist gegeben durch?

0(2) =) T(2Z1,2:) =Y T(Z))T(2Z,) (4.3)
Z\,Z> Z1,Z>
(Z:Z1+Z2) (Z:Z1+Z2)

und somit findet man die Entropie

S(Z) =kp ln< Zr(zl)r(zg)) (4.4)
Z1,Z,
(Z=2Z1+2>)
Man kann die Summe durch einen einzelnen Term nach unten abschétzen (In(z) ist
monoton steigend) und erhélt

S(Z) > kpIn[I(Z1)I'(Z,)] = S(Z1) + S(Z>) (S ist superadditiv).  (4.5)

Damit folgt (2.1b) und durch Umkehrung der Argumenten in Abschnitt 1.5 auch
die Unmoglichkeit eines Perpetuum-mobile zweiter Art (2.HS). Fiir ein homogenes
System wird die Entropie, wie schon in Abschnitt 2.1 gesehen, sogar zu einer konkaven
Funktion.

Man beachte, dass der Faktor kp unabhingig von der Basis des Logarithmus und eines ,Normie-
rungsfaktors® von I' eine Bedeutung hat, da diese die Entropie nur additiv verdndern.

2Man braucht hier die einleuchtende Eigenschaft, dass die Gesamtanzahl der Zusténde bei
disjunkten Moglichkeiten einfach die Summe der einzelnen Zustédnde sind.
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Durch Wegfall der Hemmungen nimmt die Entropie auf Grund der Superadditivitat
immer zu. Aus der Thermodynamik erwarten wir, dass im vollstdndigen Gleichgewicht
das Gleichheitszeichen in

S(Z) > S(ZF) + S(Z3). (4.6)

gilt, mit den Zustandsgrofsen Z7, Z5 der beiden Untersysteme. Dies ist in der sta-
tistischen Physik nur ndherungsweise erfiillt. Wir bezeichnen mit I'(Z7)I'(Z;) den
grofsten Term in der Summe (4.4). Im thermodynamischen Grenzfall hat die Summe
o N Terme.? Damit erhélt man aus (4.4) die Abschitzung (nach oben)

S(Z) < kpln [O(N)F(ZT)r(z;)} = S(Z1)+S8(Z5)+O0(nN). (47
Mit (4.6) folgt daraus
S(Z)=S8(Z}) + 5(Z3) + O(In N) (4.8)

und aus (7i¢) sieht man, dass der Term O(In N) im thermodynamischen Grenzfall
vernachlassigt werden kann.

Bemerkung: Ohne die Bedingung (ii7) erhélt man trotzdem eine verniinftige Ther-
modynamik mit (einer Version) des zweiten Hauptsatzes. Allerdings sind dann die
Fluktuationen nicht komplett unterdriickt und die Teilsysteme sind nicht durch eine
feste Wahl der Hemmparameter bestimmt. Es ist die Stérke der statistischen Me-
chanik, dass sie auch fiir so ,kleine“ Systeme das Konzept der Warme und Entropie
definiert; mehr dazu spéter.

Aus S(Z) = S(Z7) + S(Z3) folgt das thermische (und mechanische) Gleichgewicht

(nullter Hauptsatz), vgl. (2.4). Insbesondere sind die Gleichgewichtsgrofen T, g,

definiert als (vgl. (1.56))
1

_ (95 9o _ (95 (4.9)
T ou ) 4. ’ T 0Z,, U.Zp s ’ '
Den ersten Hauptsatz erhilt man nun aus
oS oS
TdS =T—d T —dZy, =dU — wdZy . 4.1
§=To-dU + Za: 7 U za:g (4.10)

Insbesondere identifiziert man Warme in der statistischen Physik wie gewohnt mit

0Q =TdS. (4.11)
Der dritte Hauptsatz bedingt, dass I' = 1 fiir 7' — 0 und ist nur in der Quantenme-
chanik giiltig.

Somit haben wir die Frage, wie man die Thermodynamik (statistisch) in der Mi-
kroskopie verankert, darauf zuriickgefiihrt ein Mafs I' der Anzahl mikroskopischer
Zusténde mit den Eigenschaften (i), (i), (4i7) zu finden.

3Fiir die Energie U = U 4 Us gilt zum Beispiel, dass U o« N und 0 < Uy, U, < U. Die Summe
hat somit U/A « N Terme mit der Energicauflésung A.
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4.2 Quantenmechanik

Wir wollen uns im Folgenden auf die Arbeitskoordinaten V, N beschrianken. Mit dem
Volumen koénnen wir zum Beispiel Arbeit eines Gases beschreiben, die Teilchenzahl
ist niitzlich um chemische Vorgénge oder ein Teilchenreservoir zu beschreiben. Die
Resultate konnen natiirlich ziemlich direkt auf andere Arbeitskoordinaten verallge-
meinert werden (man beachte, dass dann die Entropie verschieden ist, weil die Anzahl
mikroskopische Zusténde zu einem makroskopischen Zustand sich natiirlich &ndert).

Betrachten wir zunéchst die Quantenmechanik. Ein System von N-Teilchen wird be-
schrieben durch die Schrodingergleichung iho, ¥ (q,t) = H¥(q,t) mit ¢ = (q1,4q2,---)
den 3N-Koordinaten der Teilchen. Die Einschrankung auf das Volumen V' wird durch
ein Kastenpotential geleistet (so dass U(q) = 0 auf dem Rand). Die Energieeigen-
zustinde |n) mit HV,, = E, ¥, sind stationére Zustande in der Quantenmechanik.
In der Tat gilt ¥, (¢) = U ¥,, = e~ Ent/hg unter Zeitevolution, so dass sich die
Wahrscheinlichkeit, dass das System sich im Zustand |n) befindet nicht &ndert.

Nun ist es wichtig, dass die Entropie S nur Zusténde beriicksichtigt, die eine (innere)
Energie U aufweisen. Durch die Diskretheit der Energieniveaus kénnen wir diese
Bedingung natiirlich nicht exakt verlangen, sondern wir fordern nur U — A < E, < U.
Es stellt sich heraus, dass fiir grofe Systeme (im TDG) die Wahl von A > 0 irrelevant
ist. Man darf fiir grofse Systeme insbesondere auch A = U wiéhlen.

Mit diesen Voriiberlegungen definieren wir

IU) = ZM(U —En) = (6a(U — H))qm (4.12)
mit
(A)gm = Z(n!AW =Sp(A) und da(z) = {(1] Soisi <4, (4.13)

Damit ist I'(Z) einfach die Anzahl der Zusténde, welche kompatibel mit den Zustands-
grofen Z sind. Dabei werden die Arbeitsgrofen V' und N durch Einschrankungen
des Hilbertraumes gesetzt. Wir vernachléssigen damit im folgenden die Abhéngigkeit
von I' von V und N und setzen, wenn notig, einfach einen Subskript.

Die Eigenschaft (i) folgt nach Konstruktion mit Uy = exp(—iHt/h) und

) T UtJA(_UfH) )
Ty(U) =Y (n|U] 0a(U — H)U; |n) =To(U). (4.14)

n

Nun zu der Eigenschaft (i7): ein zusammengesetztes System ist beschrieben durch
den Hamiltonoperator H = Hy + Hy (Energie ist naherungsweise additiv) auf dem
Hilbertraum H = H1 ® Hs. Die Hilbertraume beschreiben dabei die Hemmung in den
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Arbeitskoordinaten V und N (#; entspricht N7 Teilchen im Volumen V). Damit gilt

— Spyy, To(U — Hy) = Spy, [Ta(U — U1)5a(Ur — Hy)] + O(A)
= PQ(U — U1) Sle 5A(U1 — H1) + O(A) = P1(U1)F2(U — U1) + O(A) .

Damit liefert die Definition (4.12) eine mikroskopische Definition der Entropie als
Zustandsfunktion und damit der gesamten Thermodynamik. Die Tatsache (Eigenschaft
(7i1)), dass die Entropie extensiv ist, folgt durch das exponentielle Anwachsen des
Hilbertraumes, siehe auch spéter.

In der Quantenmechanik gibt es bei tiefen Temperaturen T was tiefe Energien U
bedeutet oft nur einen einzige Grundzustand. Das System muss aber natiirlich in
einem Zustand sein, so dass I' — 17 fiir T'— 0", was den dritten Hauptsatz erklért.

Beispiel 1: (Teilchen im Kastenpotential)

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m mit Hamiltonoperator H = p?/2m
in einem Kasten der Grofse L x L x L als thermodynamisches System. Fiir die
Anzahl der Zusténde (4.12) brauchen wir nur das Spektrum. Der Vollstdndigkeit
bemerken wir, dass die Wellenfunktionen (mit der Randbedingung Wsy = 0)
die Form Uy, (x) o sin(mnix1 /L) sin(mnaxze/L) sin(rngxs/L) aufweisen mit der
Energie
2h2n?
" omL?’
In Anwendungen ist oft niitzlich, die Beziehung da(z) = O(x) — O(x — A) zu
benutzten, mit O(x) der Stufenfunktion. Es gilt

nje{1,2,...}. (4.16)

(U, V)=> [0(U-Ep)-0(U-A-Eyp)] =%S(U,V)-S(U-A,V). (4.17)

n

Damit verbleibt die Auswertung der Summe

S(U,V) =Y 0 - Ey) "B / &*n = SQu(V2mU L2 J22R)  (4.18)
— En<U 8

mit dem Volumen Q3(R) = 4T R3 der Kugel mit Radius R.
Der Faktor % kommt daher, dass die Einschrankung n; > 0
dazu fiihrt, dass nur ein Oktant der Kugel beitrégt.

Im thermodynamische Grenzfall (TDG) sind die Randbe-
dingung unwichtig. Daher verwendet man normalerweise
periodische Randbedingungen. Dann sind die Wellenfunk-
tionen gegeben durch W, () o >/l mit der Energie

472 h2n?
2mL? "’
“Wir verwenden, dass da(z —y) = 1 auch |z — y| < A bedingt.

E, =

(4.19)
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wobei jetzt alle n € Z3 zugelassen sind. Im thermodynamischen Grenzfall muss
man daher in diesem Fall das Volumen der gesamten Kugel berechnen, allerdings
nur mit dem halben Radius. Wegen

Y Qy(Vaml) = Qa(y/2mU L/ 4n?R) = %Qg(\/szL2 722 (4.20)

(27h)

fithren in der Tat beide Randbedingungen zu demselben Resultat (h = 27h ist
die Planck-Konstante, V = L3)

T(U,V) = % [ngsz) — Q3(v/2m(U — A))}
- %%(QmU)?)/Q [1- (- a/m)?]

v 379 A ~(3/2)A/U
~ 27Tﬁ(2mU) / T
In diesem Fall hdngt die Anzahl der Zustdnde von A ab. Der Grund ist, dass

das System mit einem Teilchen sehr klein ist. Aus dem thermodynamischen
Potential

(4.21)

3/2
S(U,V) = kpInT = kg 1n<27rV(2mU)A)

h3 U
kann man die gesamte Thermodynamik erhalten; insbesondere die (inverse)
Temperatur

(4.22)

1 a8 1kp 1

i il =_2 = —kpgT 4.2

T <6U>V 5T oder U 214:3 (4.23)
und den Druck

p oS ]CB

¥ _ = e =kpT. 4.24

T <8V>U 7 oder  pV =kp (4.24)

Man sieht, das bei der thermischen und kalorischen Zustandsgleichung A, wie
erhofft, herausfallt. Die thermische Zustandsgleichungen ist die des klassischen
idealen Gases mit nur einem Teilchen.

4.3 Klassische Mechanik

Die Dynamik in der klassischen Mechanik ist beschrieben durch ¢ = 0,H,p = —0,H
mit den kanonischen Koordinaten (g,p) € R%Y. Anders als in der Quantenmechanik
gibt es keinen natiirlichen Weg, um die Anzahl der Zusténde zu zéhlen. Trotzdem
suchen wir nach einem Mafs I'(U) das unter der Zeitevolution invariant bleibt. Als
Rettung kommt der Satz von Liouville aus der Mechanikvorlesung: das Phasenvolu-
men einer Teilmenge © € RV bleibt unter Zeitevolution erhalten. Als Erinnerung
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betrachten wir die Abbildung ¢; (kanonischer Fluss), welche die Anfangsbedingung
(q,p) auf die Losung (g, p) nach der Zeit ¢ abbildet, (g,p) = (q(t),p(t)) = ¢¢(q, p). Da
die Transformation von (g, p) auf (g, p) kanonisch ist, erhalten wir eine symplektische
Jacobi-Matrix J = 9(q, p)/9(q, p) mit Det J =1 (siehe zum Beispiel Landau-Lifshitz
Bd. 1, §47). Daraus folgt das Liouville-Theorem

/ d3qu3Np:/ |DetJ|d3qu3Np=/d3qu3Np. (4.25)
ot (82) Q Q

Mit diesen Voriiberlegungen setzen wir die ,Anzahl der Zusténde* auf (¢; € V fiir
alle 7)

(U, V,N) = /V fnd*Nqd*Np SA(U — H) = (64U — H))a (4.26)

dT'y

und erhalten mit dem Satz von Liouville, dass I'(U) stationér ist (Bedingung (7)).
Wir haben den zusétzlichen Faktor fxn eingefiihrt, den wir sofort bestimmen werden.

Betrachten wir jetzt ein gehemmtes System mit N; Teilchen im Volumen Vi und
Ny Teilchen im Volumen V,. Fiir die Ortsintegrale gilt dann (¢; sind die Ny Orts-
koordinaten im Volumen V; und ¢y entsprechend die restlichen Ortskoordinaten im

Volumen V5)
N!
d*Ng = / d3M / d3N2 4.97
/V 1= N ; ¢ N @ (4.27)

der Binomialkoeffizient zahlt dabei die Moglichkeiten, die Koordinaten in die zwei
Behélter zu verteilen. Wir erkennen nun sofort (indem wir die Gleichung durch N!
teilen), dass die Definition (4.26) nur dann multiplikativ sein kann, wenn wir den
Gibbs-Faktor

1 B d3qu3Np

= ey N = v (4.28)

In

wihlen.® Der zusétzliche Faktor A=Y mit h der Planck-Konstanten folgt aus der
Bohr-Sommerfeld-Quantisierung (ein Zustand pro h Phasenraumvolumen). Er ist in
der klassischen Beschreibung unwichtig (dndert die Entropie nur um eine additive
Konstante pro Teilchen) sorgt aber dafiir, dass die quantenmechanische Entropie im
klassischen Grenzfall T grofs in die klassische Entropie iibergeht, siehe Beispiel 2. Mit

5Fiir mehr Information und den Zusammenhang zum ,Gibbs-Paradoxon* empfehle ich den Artikel
»Statistical Mechanics of Classical Systems with Distinguishable Particles* von R.H. Swendsen, J.
Stat. Phys. 107, 1143 (2002).


https://doi.org/10.1023/A:1015161825292
https://doi.org/10.1023/A:1015161825292
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dem Gibbs-Faktor gilt [;, dl'y = [, dU'n, [i, dl'n, und wir erhalten (vgl. (4.15))

F(U,V,N):/dFNcEA(U—H): der/ dl, Sa(U — Hy — Hy)
\% \%1 Va
=/ dU'n, (U — Hy, Va, Na)
\%1

:I‘(U—Ul,Vg,Ng)/ dU x5 (U — Hy) + O(A)
Vi

= F(Ul, Vi, Nl)F(UQ, Vs, Ng) + O(A) . (4.29)

Damit ist die Entropie auch in der klassischen statistischen Mechanik wie gewiinscht
superadditiv.

Hinweis: Der Gibbs-Faktor tritt auf, da die Hemmung nur die Anzahl der Teilchen
in den Teilvolumen festlegt, aber nicht vorgibt, welche Teilchen das sind. In einem
System, bei dem wir wissen, dass die N;-Teilchen mit den Koordinaten ¢ € R3MN1 im
Volumen V; und die Np-Teilchen mit den Koordinaten ¢’ € R3V? im Volumen V5 sind,
gilt direkt

/ d*Ndg d*N2dgy = / d*Ndg, / d*N2dg, (4.30)
\% 1% Va

ohne Gibbs-Faktor. Bei dieser Beschreibung des Systems (da wir wissen, welche
Teilchen in welchem Teilvolumen sind) ist es aber nicht mehr méglich die Hemmung
in der Teilchenzahl nachtréiglich aufzuheben.

Beispiel 2: Klassisches Teilchen im Kasten

Wir betrachten die klassische Variante des Beispiels 1. In diesem Fall miissen
wir I'(U, V') aus (4.26) bestimmen (N = 1). Es gilt

V2mU)—Q3(1/2m(U—A))
/d3 /d?’péA (U — p*/2m)

[93(\/ mU) — Q3(y/2m(U — A))} (4.31)

3
Ein Vergleich mit (4.21) zeigt, dass das in diesem Fall das quantenmechanische
Resultat exakt dem klassischen Resultat (mit dem Faktor h=3") entspricht.
Beispiel 3: Ideales Gas

Das ideale Gas von N Teilchen der Masse m ist beschrieben durch die Hamil-
tonfunktion

N 2
Z ij . (4.32)
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Wir berechnen das Phasenraumvolumen

A /d3Nx/d3Np6A(U—H). (4.33)
N—_——

h3N N
VN

Als Hilfsgrofse fithren wir die Funktion

QN (R) = / d3Np = Vol. der 3N-dim. Kugel vom Radius R (4.34)
Zj p?§R2

ein. Damit gilt

N
I(U,V,N) = % [QgN( 9mU) — Qan(v/2m(U — A))] . (4.35)

Das Kugelvolumen ist gegeben durch

ndl2

(d/2)!
Das Volumen wéchst mit R sehr schnell an. Es ist damit so, dass der Grofteil
des Volumens sich an der Oberfliche befindet.® Wir erhalten
Qu(R) — Qu(R 2 Rl gl = T par _ (Ro/R) 4.37
d(R) — Qa( 0)_W( - O)_W [1—(Ro/R)].  (4.37)
Da Ry < R ist im (thermodynamischen) Grenzfall d — oo der erste Term
dominant und die Korrektur beliebig klein.

Qa(R) =

(4.36)

Damit gilt

VN VN (2rmU /h2)3N/2

~ (4.38)

Im thermodynamischen Grenzfall verwenden wir zudem die Stirling-Formel
InN!'=N(InN—-1)+O(InN) (4.39)

und erhalten die Entropie des ideales Gases (Sackur-Tetrode)
V dmm U \3/2 5
S(U,V,N) = kgInT = NkgIn {N (Wﬁ) } + 2 Nk, (4.40)

welche bis auf Korrekturen der Form O(In N) giiltig ist. Das Argument des
Logarithmus ist intensiv mit V/N (von N!) und U/N (von (3N/2)!). Die
Temperatur des ideales Gases ergibt sich aus

1 08 3 Nkp 3
— == = —— = —-NkpT. 4.41
T <6U>V,N 5 T oder U 5 kp (4.41)

®Dies ist der Grund, warum wir die asymmetrische Ausschmierung in (4.13) gew#hlt haben.
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Fir den Druck finden wir
P oS Nkpg
= = — = — d V = NkgT'. 4.42
T (3V)UN v oder  p B (4.42)

Damit haben wir die thermische und die kalorische Zustandsgleichung des
idealen Gases mikroskopisch hergeleitet.

4.4 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Mit der Boltzmann Vorschrift S = kpInI' und der Definition I' = (A (U — H)),
welche sowohl im klassischen, wie auch im quantenmechanischen Fall gilt, haben wir
die Thermodynamik mikroskopisch fundiert. Um einen tieferen Einblick zu bekommen,
ist es jedoch niitzlich, das Ganze aus dem Blickwinkel der Wahrscheinlichkeitstheorie
zu beleuchten.

Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum mit den Ergebnissen ¢ € 2. Jedes
Ergebnis tritt mit der Wahrscheinlichkeit p; auf. Die Wahrscheinlichkeiten erfiillen
die folgenden Eigenschaften

pi>=0 und Y pi=1. (4.43)
1€Q

Man definiert auch die Wahrscheinlichkeit, dass A C £ auftritt als

P(A) = pi. (4.44)
€A

Damit reichen die Wahrscheinlichkeiten von P(E) = 0 (unmégliches Ereignis F) zu
P(E) =1 (sicheres Ereignis). Es ist in der statistischen Mechanik zielfiihrend, die
Wahrscheinlichkeiten im bayesschen Sinne zu interpretieren. Wir kennen das schon

aus Aussagen wie:  Es wird morgen mit 25% Wahrscheinlichkeit regnen.“ Dabei driickt
die Wahrscheinlichkeit den Grad der Uberzeugung aus.

Eine diskrete Zufallsgrifse X nimmt die Wert z; auf dem Ergebnis ¢ an. Wir definieren
den Erwartungswert einer Funktion f(z) als

f(X) = Zpif(%') =Y P(X =a)f(). (4.45)

Falls die Zufallsgrofie X kontinuierlich ist, fiihren wir die Wahrscheinlichkeitsdiche
p(x) ein, so, dass

Pla<X <b) = /bdxp(x), dh. p)=—Pla<X<z). (4.46)

Damit ist der Erwartungswert gegeben durch

F(X) = / d p(x) f (z) (4.47)
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Der Erwartungswert ist linear mit aX + 3Y = aX + BY. Man bezeichnet zwei
Zufallsgroken X, Y unabhdngig, falls

PX=2,Y=y)=PX=x)P(Y =y) (4.48)

daraus folgt zum Beispiel XY = X Y.

Der Erwartungswert X beschreibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z) mit nur
einem Wert. In Anwendung ist es wichtig, auch etwas {iber mogliche Abweichungen
von X zu wissen. Dafiir benutzt man das Schwankungsquadrat (Varianz)

(6X)??=(X -X)2=X2-X?. (4.49)

Damit weiff man, dass die Werte von X mit hoher Wahrscheinlichkeit im Bereich
X £ 06X liegen.” Die Wahrscheinlichkeitsrechnung wird zu einer deterministischen
Theorie fiir X — 0. Das entspricht genau dem thermodynamischen Grenzfall, in
dem die statistische Mechanik in die Thermodynamik iibergeht. Die Kovarianz zweier
Zufallsvariablen ist definiert als

XYW =(X-X)(Y-Y)=XY -XY. (4.50)

Es gilt 6X Y = 0 falls X und Y unabhéngig.

E1n wichtiges Resultat ist der zentrale Grenzwertsatz: fiir Zufallsvariablen X, j =
, N, die unkorreliert verteilt sind mit identischem Mittelwert X = X; und
Schwankungsquadrat (6X)% = (6X,)? < oo, definiert man das Stlchprobemmttel

1 _
= dX;  mit p=X. (4.51)
J

Fiir das Schwankungsquadrat des Stichprobenmittels erhédlt man
Z] (6X)2
<o (X))
2
(6p)? = Z 0Xi0Xj = (4.52)
z’]
Es gilt der zentrale Grenzwertsatz

53X 1 (Neoo
ou="2 V29 (4.53)

VN VN

Damit hat man gezeigt, dass das Stichprobenmittel fiir eine groffe Stichprobenmenge
N deterministisch wird.

Wir werden im Folgenden auch oft erzeugende Funktionen verwenden. Fiir eine
Zufallsgrofe X definiert man die erzeugende Funktion als Erwartungswert

Z(\) = exp(AX) Zpl : (4.54)

"Es gilt zum Beispiel die tschebyscheffsche Ungleichung P(|X — X| > k) < (6X)?/k>.
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Es gilt Z(0) =3, pi = 1 und man erhélt den Erwartungswert iiber
X =3 pii = Zp.iexzi
- 1+ - Zd)\

Allgemeiner gilt natiirlich auch X™ = d"Z(0)/d\" fiir die Momente X™.

=20 (4.55)

Geht man nun iiber zu der kumulantenerzeugende Funktion F(X\) = InZ(\) erhalt
man

= ” B Z//(O) Z/(O)Q 7
- PO 70 T Z0p T

F(0)=0, F'(0)= (6X)%  (4.56)
das heifit der erste Koeffizient in der maclaurinsche Reihe von F'(X) ist der Erwar-
tungswert und der zweite das Schwankungsquadrat.®

Shannon-Entropie: Wir haben gesehen, dass ein Ereignis mit P = 1 sicher
auftritt wiahrend ein Ereignis mit P = 0 sicher nicht auftritt. Sucht man ein Maf
der Unsicherheit, erkennt man daher, dass diese fiir P = 0 oder P = 1 verschwinden
sollte und fir P = % maximal werden. Man fiihrt daher als Mafs der Unsicherheit
einer Zufallsverteilung p;, i = 1,..., M die Shannon-Entropie®

SShannon = - sz‘ 10g2 Di > 0 (457)
7

ein. Dabei wird konventionell der Logarithmus zur Basis 2 verwendet, womit SShannon
die Einheit ,Bit"“ hat. Fiir zwei Ereignisse mit p; = p und po = ¢ = 1 — p, erhélt man

SShannon =P logQ pb—q logQ q- (458)

Die Funktion verschwindet fiir p = 0 oder p = 1, ist symmetrisch p > ¢ und besitzt
ein Maximum SSpannon = 1 Bit bei p =g = %

Die Wichtigkeit von Sshannon folgt aus dem folgenden Resultat (Shannon): Nimmt
man N > 1 unabhéngige Stichproben von der Verteilung p;, dann erwartet man,
dass man n;-mal das Resultat z; bekommt fiir eine typische Folge mit n; = p; N. Die
Anzahl der typischen Konfigurationen ist gegeben durch den Multinomialkoeffizienten

L(f,...,A0m) = 7 (4.59)

Mit der Stirling-Formel N! ~ (N/e)™ erhalten wir fiir groke N das Resultat

2Nlog2N B B
C(R,..., 7)) ~ = 97 2 Milogx(Ri/N) — 9NSshannon (4.60)

27_L1 10g2 ny ... 27_L]% 10g2 s

8Man definiert allgemeiner die n-te Kumulante als d™ F'(0)/dA™.
9Man definiert zInz = 0 fiir 2 = 0.
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Fiir groke N braucht man daher (N Sshannon)-Bit an Information, um abzuspeichern,
welche der typischen Folgen man erhalten hat. Weiterhin kann man zeigen, dass man
mit einer iiberwaltigend grofser Wahrscheinlichkeit eine typische Folge bekommt. Eine
allgemeine Folge tritt mit der Wahrscheinlichkeit
N1 n1 v 22 niloga (Npi/n;)

P(nl»---,nM):mlﬁ Py 25 (4.61)
auf. Setzen wir nun n; = n; + dn;, mit der Abweichung dn; < n; von der typischen
Folge, dann erhalten wir

1 dn?
n; 10g2(Np¢/ni) = —m (dnz + 2?{‘ ) + O(dnl/ﬁz)g (4.62)

und damit (>, dn; =0, da ), n; fest)
P(ny,...,ny) ~ 2" N2 pi(dn;/ni)?/In(4) (4.63)

Damit tritt eine typische Folge im Grenzwert N — oo mit Wahrscheinlichkeit 1 auf.
Das Shannon-Resultat liefert damit eine deterministische Aussage (Wahrscheinlichkeit
1) fiir ein stochastisches Problem im Grenzfall N — oo. In diesem Sinne ist es analog
zum Ubergang von der statistischen Physik (mit Fluktuationen) zur Thermodynamik
(ohne Fluktuationen) im thermodynamischen Grenzfall.

Dichtematrix: Um ein quantenmechanisches System mit unvollsténdiger Informa-
tion zu beschreiben, verwendet man meistens die Dichtematriz

p= Zpi|¢i><¢i| : (4.64)

Diese beschreibt einen gemischten Zustand, bei dem das System mit Wahrscheinlichkeit
p; durch die (normierte) Wellenfunktion [¢;) beschreiben wird. Im Allgemeinen ist
eine Dichtematrix p eine lineare Abbildung p: H — H mit den Eigenschaften:

o p=pf (hermitesch),
e p >0, dh. (¢|p|yp) > 0 fiir alle [1)) (semidefinit),
e Spp=1 (Spur 1).

Wegen der Hermitizitét kann die Dichtematrix in einer orthonormalen Basis [¢;) mit
den Eigenwerten p; € R diagonalisiert werden. Es gilt p; > 0 (wegen Punkt 2) und
>.;pi =1 (wegen Punkt 3). Somit haben wir fiir eine allgemeine Dichtematrix die
Darstellung (4.64) wobei p; die Wahrscheinlichkeit ist, dass System im Zustand |v;)
zu finden. Reine Zustédnde sind genau die Félle, in denen p ein Projektor ist mit
p? = p (damit gibt es ein i mit p; = 1 und p,4; = 0).



66 KAPITEL 4. STATISTISCHE MECHANIK

Der Erwartungswerte einer beliebigen Observablen A im Zustand p ist dann gegeben
durch

A= sz‘<1/1i|f4’1/%> = Sp(p4). (4.65)

Startend vom Zustand pp zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Zeitevolution der einzelnen
Wellenfunktionen unter dem Hamiltonoperator H nach der Schrédingergleichung
gegeben durch Uy|t;) = e~ *1t/P|4);). Damit ergibt sich am Zeitpunkt ¢ der Zustand

pe = pi Utls) (05 |U] = e /M petHE/n, (4.66)

Die Dichtematrix folgt damit der von-Neumann-Gleichung

dpt 1
— =——[H,p]. 4.67
o= L H, ] (167)
Mit der Dichtematrix kann man die Shannon-Entropie basisunabhéngig aufschreiben.
Es gilt (von-Neumann-Entropie)

Svon—Neumann = - SP(P 10g2 P) = - Z Dbi 10g2 Di = SShannon . (468)

Fiir reine Zustande ist natiirlich Sspannon = 0. Gemischte Zusténde fithren auf
SShannon > 0. Wir bezeichnen im Folgenden mit der Wahrscheinlichkeitsdichte p sowohl
eine Dichtematrix in der Quantenmechanik als auch eine Wahrscheinlichkeitsdichte
p(q,p) auf dem Phasenraum in der klassischen Mechanik.

Einschub: (Verschrinkung)

Oft hat ein Beobachter (,Alice) in einem Hilbertraum H = Ha ® Hp nur Zugriff auf einen
Teilraum H 4. So ein Fall tritt zum Beispiel ein, wenn das System aus zwei Spin-% Teilchen
besteht, aber Alice nur einen Spin manipulieren kann. Die Messungen M4 eines Zustandes p,
welche Alice auf ihrem Teilraum ausfiihren kann, werden dann alleine durch die reduzierte

Dichtematriz
pa:Ha — Ha, pa =Spg(p) (4.69)
beschrieben, wobei Spy die Spur iiber den Hilbertraum Hp bedeutet. Der Erwartungswert
von My
(Ma) = Sp(pMa) = Sp, Spp(pMa) = Spa(paMa). (4.70)
——
=Spagr

ist damit alleine durch pa festgelegt. Man beachte, dass startend von einem reinen Zustand p
im Allgemeinen p4 kein reiner Zustand ist.

Betrachten wir zuerst den Zustand |¥;) = [11) im Hilbertraum C? ® C?. Die zugehérige
Dichtematrix ist gegeben durch

p1 = [T)(M1]. (4.71)
Fiir Messungen auf dem Teilsystem von Alice reicht das Wissen um die reduzierte Dichtematrix
pra=Spp(pr) = D (1@ (mal) P (1@ ms))= 1)1 (4.72)

mp=%

Man beachte, dass in diesem Fall p1 4 wieder ein reiner Zustand ist mit piA =p1,A-
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Als zweites Beispiel betrachten wir den Zustand (Singulett) |¥2) = %(Hi) —|41)). Die
Dichtematrix ist gegeben durch

pa = 5 (1) = WD) ((14] = (1) = 2 (MR + J) ] = RO = WD) - (473)

In diesem Fall ist der reduzierte Zustand

1 1
paa = 5 (NG + ) = 5 o (4.74)
kein reiner Zustand. Der Zustand p2 4 ist sogar der mazimal gemischte Zustand, bei welchem
[t} und [{) jeweils mit 50% vorkommen.

Das unterschiedliche Verhalten von |¥;) und |¥2) hiingt damit zusammen, dass |¥1) = [ ®|1)
ein Produktzustand ist. Man zeigt allgemein: sei |¥) = |¢4) ® |¢B) ein Produktzustand mit
beliebigen |1)4) und | ). Dann erhilt man, dass die reduzierte Dichtematrix

pa =Spp(lva) ® |¥5)(al ® (Usl) = (Spg [B) (Ws])[ha)(bal = [Ya)(Yal  (4.75)

dem reinen Zustand |1 4) entspricht. Damit haben wir folgendes einfaches Kriterium fiir einen
beliebigen reinen Zustand |U) auf Ha ® Hp:

|¥) kann als Produktzustand geschrieben werden < p4 ist ein reiner Zustand. (4.76)

Man nennt Zustédnde, welche nicht als Produktzustidnde geschrieben werden kénnen wer-
schrankte Zustédnde. Insbesondere erhalten wir das Resultat, dass der Singulettzustand |¥2)
ein verschrankter Zustand ist und damit nicht als Produktzustand geschrieben werden kann.
In anderen Worten, wir haben gezeigt, dass es keine unitéren Operatoren U4 und Up gibt, so
dass

(Ua ® Up)|¥2) = |tha) ® |¥B) (4.77)
mit beliebigen |¢4) und |[¢¥B).

4.5 Mikrokanonisches Ensemble

Wir mochten damit der Boltzmann Formel S = kpInT' mit I' = (5o (U — H)), was
mit der jeweiligen Definition von (-) sowohl im Klassischen- wie auch im Quantenfall
gilt, eine statistische Interpretation geben. Die Klammer (-) gibt eine Gewichtung
des Phasenraumes, die unter Zeitevolution invariant bleibt. Die Funktion da(U — H)
schréankt uns auf den Unterraum des Phasenraumes ein, auf dem U = H gilt (wie
wir schon gesehen haben, ist der konkrete Wert der Unschérfe A > 0 unwichtig). Die
anderen Hemmungen sind im Formalismus implizit (wir erlauben nur Zustédnde mit
gegebenem V, N).

Die Zustandsgroken U, V, N legen damit nur einen Makrozustand fest, zu dem o« I' =
e%/kB Mikrozustinde gehoren. Mit dem beschréankten Zugriff/Wissen iiber das System,
konnen wir damit nicht genau festlegen, welcher der Mikrozustédnde realisiert wird.
Die nattirlichste Annahme (siche das gibbssche Variationsprinzip spéter) ist dabei,
dass wir allen Zustdnden dieselbe Wahrscheinlichkeit zuordnen. Die Gleichverteilung
im Phasenraum iiber den durch die Hemmungen zugelassenen Zustidnden nennt
man das mikrokanonische Ensemble (oder die mikrokanonische Gesamtheit) mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte pyx = ¢da (U — H). Die Normierung c¢ erhélt man aus

1= {(coan(U—-H))=c(oa(U—-H))=cT'(U). (4.78)
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Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte (mikrokanonische Verteilung)

1

méA(U - H)7 F(U) = <5A(U - H)>7 (4-79)

Pmk =

wobel man den Nenner

(4.80)

r(U) = >n0a(U—E,)  (quantenmechanisch),
| fdUn 0aA(U — H)  (Klassisch),

die mikrokanonische Zustandssumme nennt.

Fiir das Maf der Unordnung/Entropie, berechnet man dann die Shannon-Entropie,

S=-kg) pilnp (4.81)
i
die mit der neuen Normierung Gibbs-Entropie genannt wird; es gilt Sgipps =
kp In(2)Sshannon- Wir erhalten

InI'(U)
I'(U)

S = _kB<pmk lnpmk> = kB <5A(U - H)) = ]{ZB lnI‘(U), (4.82)

was genau mit der Boltzmann-Definition iibereinstimmt.

Landauer Prinzip: Der Zusammenhang Sgibbs = k5 1n(2)SShannon zwischen der
Thermodynamik und der Informationstheorie fiihrt zum folgenden Ergebnis:
wenn man auf einer Festplatte ein Bit 16scht, dann erniedrigt man die Shannon-
Entropie um 1 Bit (am Anfang hat man py = p; = %, am Schluss gilt
po = 1,p1 = 0.) Umgerechnet auf die Thermodynamik, entspricht das einer
Entropieerniedrigung um

SLandauer = kB 111(2) =9,57- 10724 J/K (483)

Dieser Prozess kann nicht spontan ablaufen, sondern benotigt Energieaustausch.
Fiir ein Warmebad bei Raumtemperatur 7' = 300 K wird damit die Wérme

AQ = TSpandaver = 4-10721 ] = 42] (4.84)

freigesetzt. Loscht man damit eine Festplatte mit 1 TB = 8 - 102 Bit, dann
erhoht man die Warme im Raum um mindestens

AQ>3-107%7J. (4.85)
Mit der statistischen Beschreibung kann man den zweiten Hauptsatz auf Systeme er-

weitern, die nicht im Thermodynamischen Grenzfall sind, und bei denen Fluktuationen
nicht vernachlassigbar sind. Es gilt
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(Zweiter Hauptsatz statistische Formulierung)

In einem abgeschlossenen System ist es unméglich die Entropie nur durch
Manipulation der Arbeitsgrofen deterministisch (mit Wahrscheinlichkeit
1) zu erniedrigen.

Es ist wichtig zu verstehen (wie wir schon oft erwéhnt haben), dass die Entropie eine
Grofse ist, die von den verfligbaren Arbeitsgrofen abhéngt. Hat man die Ortskoordi-
naten aller Teilchen unter Kontrolle, kann man natiirlich jeden Zustand erreichen.
Allerdings gibt es in diesem Fall keine Warme und die Entropie verschwindet. Fiir
ein tieferes Verstdndnis des zweiten Hauptsatzes, empfehle ich den Comic ,Max the
Demon Vs Entropy of Doom* von Auerbach und Codor.

Die statistische Mechanik macht auch eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit,
mit der man eine Entropieerniedrigung AS < 0 erreichen kann (von S — S' = S +
AS). Eine Entropieerniedrigung entspricht einer Verkleinerung der mikrokanonischen
Zustandssumme (und damit der Anzahl der Zustéinde). Man startet von I’ = ¢%/k5
Zusténden und endet mit T = ¢%'/¥58 < T'. Die Anzahl der Zusténde sind allerdings
unverdnderlich, sowohl in der Quantenmechanik (wegen der Unitaritét) als auch in der
klassischen Mechanik (wegen dem Satz von Liouville). Es fiihren daher maximal IV von
I" Zustanden zu der Entropieerniedrigung und damit erhalt man die Wahrscheinlichkeit

F/
P(AS<0) <+ = eAS/ks (4.86)

flir eine Entropieerniedrigung. Im thermodynamischen Grenzfall gilt AS « N und
damit verschwindet die Wahrscheinlichkeit und die statistische Mechanik geht tiber zu
der deterministischen Thermodynamik, vgl. (4.63). Fiir eine mikroskopische Anderung
von 1Bit gilt AS = —SLandauer und wir erhalten eine Entropieerniedrigung mit
Wahrscheinlichkeit

1
P(AS = _SLandauer) < 6_1n2 = 5 .

Eine Entropiednderung von der Gréfenordnung Standauer 1St somit in der statistischen
Mechanik nicht verboten und nicht mal so unwahrscheinlich.

(4.87)

4.6 Kanonisches Ensemble

Wir betrachten ein thermodynamisches System (mit innerer Energie U;) im ther-
mischen Kontakt mit einem Warmebad (Us > Uy) bei der Temperatur 7. Da nur
Warmeaustausch stattfindet, beschranken wir uns auf die Zustandsgrofe U, da die
Arbeitsgrofen gehemmt sind. Das Gesamtsystem ist abgeschlossen mit Uioy = Uy + Us.
Die mikrokanonische Zustandssumme des Gesamtsystems sind gegeben durch

['(Utor) = T(UT)T'(Uz) (4.88)
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Die Energien U7, U im Gleichgewicht sind durch die Bedingung 0S(U)/0U; =
0S2(U3)/0Us = 1/T festgelegt. Allerdings wollen wir jetzt Fluktuationen erlauben
und setzen Uy = H beliebig mit H der Hamiltonfunktion des Systems. Weiterhin
sind wir nur am System interessiert, so dass wir U = U; und S = Sy schreiben.

Wenn das System die Energie H hat verbleibt die Energie Uy = Uit — H im Warmebad.
Die Wahrscheinlichkeit, das System in einem Mikroszustand mit der Energie U = H
zu finden, ist damit gegeben durch das Verhéltnis

F(Ug) 1 F(Ug) —S(U*)/kp eSQ(Utot_H)/kB

) = 10,0 = Tom T(s) ¢ ST T - (48)

an Mikrozustdnden mit der Energie Uyoy — U im Warmebad zu der Gesamtzahl aller
Mikrozustdnde mit Uiy im abgeschlossenen Gesamtsystem.

Da H < Uiyt, kOnnen wir den Exponenten entwickeln und erhalten
1
SQ(Utot — H) = SQ(Utot) — TU + O(l/Ntot) R (490)

wobei wir benutzt haben, dass 92S5/0U?% = —(T?cy Niot) ! = O(1/Niot) mit No =
Niot. Damit erhalten wir die kanonische Verteilung

,Ok(H) _ e—S(U*)/kB—I—(U*—H)/kBT _ e(F—H)/k:BT’ F(T) —U* — TS(U*) (491)

Wir definieren die kanonische Zustandssumme (die Abhéngigkeit von V lassen wir
implizit, indem wir Voraussetzen, dass die N Teilchenpositionen im Volumen V
eingeschrankt sind)

1
Z = (e PH = 4.92
V=, f= (4.92)
2 e BFn  (quantenmechanisch), (4.93)
| JdUx e PH (Klassisch), .
mit py = e P /Zx. Die freie Energie folgt iiber
F(T,V,N) = —kpTln Zy(T). (4.94)

Die kanonische Zustandssumme beschreibt ein System, dass sich in thermischem
Kontakt mit einem Warmebad befindet. Damit sieht man auch aus statistischer Sicht,
dass die freie Energie das richtige Potential ist, um dieses System zu beschreiben. Im
thermodynamischen Grenzfall liefern die mikrokanonische Verteilung (abgeschlossenes
System) und die kanonische Verteilung (System im Kontakt mit einem Warmebad),
dasselbe Resultat. Fiir kleine Systeme unterscheiden sich allerdings die Fluktationen,
welche nur mit der statistischen Physik berechnet werden kénnen. In der kanonischen
Verteilung fluktuiert die innere Energie U des Systems. Der Erwartungswert ist
gegeben durch

L&ZN . _8111ZN . 8(BF)

— 1
U=H = (peH) = 5 (He ) = T = (U = S

ZN

(4.95)
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Der Erwartungswert entspricht genau der Gibbs-Helmholtz-Beziehung
OF

d(BF) oF  _OF 3
o5 —FHfgs=F-Top=F+T8=U (4.96)

aus der Thermodynamik. Die statistische Mechanik erweitert dieses Resultat auf die
Fluktuationen. Wir berechnen das Schwankungsquadrat (Zx () ist, bis auf einen
unwichtigen Faktor, die erzeugende Funktion)

, PWZy(B)  P(BF)  (oU\ (U
OO =", = o “<85)V,N‘kBT <aT)V,N

= kBT2NCV . (497)

Damit gilt fiir die relative Abweichung (v = U/N ist die innere Energie pro Teilchen)

U kgT?cy 1

= N~ Wi (4.98)

Man beachte, dass die Herleitung des kanonischen Ensembles nur verlangt, dass das
Bad grofs ist (Niot — 00). In der statistischen Mechanik kann man Systeme mit
endlichem N untersuchen (man darf sogar N = 1 setzen). Diese Systeme unterliegen
Fluktuationen. Erst im thermodynamischen Grenzfall verschwinden die relativen
Abweichungen und die Theorie wird deterministisch.

Die Beziehung (4.97) ist das erste Beispiel einer Fluktuations-Dissipations-Beziehung.
Es verkniipft die Fluktuationen (hier von U) mit Antwortgrofen (hier ¢y ). In Compu-
tersimulationen ist es oft einfacher U zu bestimmen, um dann die spezifische Warme
durch

(0U)?

cy

zu berechnen.

Die Berechnung der kanonischen Zustandssumme ist wegen der fehlenden Einschran-
kung auf nur eine Energie typischerweise viel einfacher als die der mikrokanonischen
Zustandssumme. Deshalb wird in Anwendungen meistens der kanonische Ansatz
gewahlt.

Beispiel 4: (Konfigurationsintegral)

In der klassischen statistischen Mechanik von N-Teilchen hat die Hamilton-
funktion meistens die Form H = ", p?/2m + Upet(21, . .. ), siehe (1.7). Das
Integral iiber die Impulse kann damit fiir ein beliebiges Potential ausgefiihrt
werden. Man erhélt

(2rmkpT)3N/2

Q 8. p2om _ @
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mit dem Konfigurationsintegral

1
Q= N /d3Nx e~ BUpot(@) (4.101)

und der thermischen Wellenlinge

P (4.102)

vV QﬂkaT ’

Fiir ein Elektron gilt zum Beispiel

(4.103)

Beispiel 5: (Ideales Gas)

Nochmals zuriick zum idealen Gas. In diesem Fall ist das Konfigurationsintegral
trivial mit

VN
Fiir die freie Energie erhélt man damit
F=—kpgTlnZy = —Nk Tln(L) — NkpT (4.105)
= —kp N = B N3 Bl .

Woraus zum Beispiel die Entropie (4.40) durch ableiten nach —7T" folgt.

Beispiel 6: (Maxwell-Boltzmann Verteilung)

Fiir ein klassisches ideales Gas in einem duferen Potential Ueyt erhalten wir die
Verteilung

pE = Zt\fexp[—ﬁ?(fi + Uext(iﬁi)>:| : (4.106)

Interessiert man sich nur fiir die Position @ und den Impuls p eines Teilchens,
braucht man nur die Randverteilung (nach Integration iiber die restlichen
Variablen). Da die Teilchen unabhéngig sind (die Verteilung ist ein Produkt),
ist die Randverteilung einfach einer der Faktoren. Wir erhalten damit die
Maxwell-Boltzmann Verteilung

1 2
pun(ep) ey = 7op|-5( 2+ V(@) (@207
Beispiel 7: (Gleichverteilungssatz)

Wir betrachten ein (klassisches) hamiltonsches System mit f Freiheitsgraden.
Es sei (x1,...,x2¢) = (q1,P1, - - -, 4, py) mit ¢ und p den konjugierten Variablen.
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Dann gilt der Gleichverteilungssatz
(896 H)e BH 0
8H dFN ‘ 86_61{ /dFN 8($i6_ﬂH) _/dFNe—BH ox;
8% ZN (—5) al'j ZN (—,3) 6a;j
= k:BTéij , (4.108)

wobei wir die Randterme vernachléssigt haben, unter der Annahme, dass
die Hamiltonfunktion das System auf einen endlichen Teil des Phasenraumes
einschrankt.

Fiir die Hamiltonfunktion H = K + Upor = Y00, p2/2m + Upet(q) aus dem
Beispiel 4, kénnen wir den Gleichverteilungssatz auf die kinetische Energie
anwenden. Wir erhalten

~OH  pip;

kgTo;; = p; .
B pé?pj m

(4.109)

Damit ist die mittlere kinetische Energie p? /2m jedes Freiheitsgrades gegeben
durch kpT/2. Insgesamt gilt daher

— 1
K= gNk:BT = o fhsT (4.110)

mit f = 3N den Anzahl Freiheitsgraden. Mit dem Virialtheorem (1.32) fiir das
ideale Gas folgt die thermische Zustandsgleichung

NkpT =pV'. (4.111)
Fiir ein wechselwirkendes System fiihrt (1.33) auf die thermische Zustandsglei-
chung
NkBT:pV—FZ:c'-aUﬂ(azl ). (4.112)
; J a$]’ ’

Damit wird die ideale Gasgleichung durch das Virial als Zusatzterm erweitern.
Entwickelt man das Virial in Potenzen der Teilchendichte n = N/V erhilt man
die sogenannte Virialentwicklung.

Beispiel 8: (Freiheitsgrade)
Fiir ein klassisches, harmonisches System mit der Hamiltonfunktion (pro Teil-
chen) H = Zl LD /2m; + Elq 1 kig? /2 gilt mit dem Gleichverteilungssatz, dass
jeder der f = f, + f4 Freiheitsgrade eine mittlere Energie von 1k:BT tragt (der
Beweis fiir den potentiellen Anteil ist analog zum kinetischen Anteil im letzten
Beispiel). Dasselbe gilt auch fiir die allgemeinere kinetische Energie p?/2m(q)
bei dem die Masse von den Koordinaten ¢1,... abhéingt. Es folgt

— 1
U=H=fksT (4.113)
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mit f der Anzahl der Freiheitsgrade. Damit gilt fiir die spezifische Warme
cy = % fkp und das System wird zu einem perfekten Gas mit Adiabatenexponent

cy +kp f+2 2
— = =14+ —. 4.114
cy f / ( )

Beispiel 9: (diatomige Molekiile, ideales Gas)

Fiir (leichte) diatomige Molekiile (Hg, Na, O2) ohne Wechselwirkungen kommen
neben den drei kinetischen Freiheitsgraden auch noch rotatorische Freiheitsgrade
hinzu. Das System hat zwei Rotationsfreiheitsgrade mit der quadratischer
kinetischer Energie L?/2I = (p3 + pé/ sin? 0) /21, wobei pg, ps konjugiert zu
den Variablen (6, ¢) sind, die den Einheitsvektor der Verbindungslinie e =
(cos ¢sin b, sin ¢ sin 0, cos ) parametrisieren. Damit ist das System ein perfektes
Gas mit f =5 Freiheitsgraden.

[ !>e @ vvwwwwww@

—»e

Natiirlich gibt es noch vibratorische Freiheitsgrade, diese sind allerdings fiir
leichte Molekiile bei Raumtemperatur auf Grund von Quanteneffekten ausge-
froren, siehe spéter. Fiir schwere Molekiile (Bry) oder fiir hohe Temperaturen
gibt es die Moglichkeit der Schwingung entlang der Verbindungslinie. Diese
Schwingung triagt zwei Freiheitsgrade bei (potentielle und kinetische Energie)
und damit steigt die Anzahl der Freiheitsgrade in diesem Fall auf f = 7.

Statistische Interpretation der Wéarme: In der statistischen Mechanik (kanoni-
sches Ensemble) ist die Entropie durch den Gibbs (Shannon) Ausdruck

S =—kp Zpi In p;, D; = e*'BH"/ZN = BF—Hi) (4.115)

bestimmt. Jeder Mikrozustand ¢ entspricht dabei einem bestimmten Wert H; = E;
der Energie im abgeschlossenen System. Die innere Energie der Thermodynamik
entspricht dabei dem Erwartungswert

U=H=> pH,. (4.116)

Wir kénnen die Entropie noch etwas umschreiben indem wir Inp; = S(F — H;)
verwenden. Wir erhalten

TS =—kpT Y piB(F—H)=-F+U, (4.117)

)
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was genau der thermodynamischen Beziehung zwischen U (bzw. S) und F' entspricht.

Betrachten wir nun kleine Anderungen, erhalten wir (>, dp; =0,da ), p; = 1)
TdS = —kgT» (1 +1Inp;)dp; = >  Hdp

dU = " pidH; + Y Hidp; = > pidH; + TdS = W +6Q. (4.118)
i i i 5Q

Die Arbeit 6WW entspricht dabei reversibler Anderungen der inneren Energie (ohne
Veréinderung der Wahrscheinlichkeiten). Die Anderung der Wirme ist gegeben durch

Q= Zz H;dp;.

Gibbssches Variationsprinzip: Wir haben die mikrokanonische Verteilung damit
motiviert, dass wir zwar Wissen iiber den Makrozustand haben, aber komplett
unwissend um den Mikrozustand sind. Man kann diese ,,Prinzip vom unzureichenden
Grunde”, das zunéchst von Laplace formuliert wurde etwas prézisieren. Dazu wollen wir
die Wahrscheinlichkeitsverteilung p; auf den Mikrozusténden 7 bestimmen, welche die
Gibbs-/Shannon-Entropie maximiert (gibbssche Variationsprinzip). Dazu bestimmen
wir das Extremum von S = —kp >, p; Inp; unter der Nebenbedingung » . p; = 1.
Dies bedingt (A ist der Lagrange-Multiplikator)

0=d(S/kg =AY pi) == (Inp;+ 1+ Ndp (4.119)

(2

Somit gilt
pi = e 17 = konst., (4.120)

was genau der mikrokanonischen Verteilung (Gleichverteilung auf den Mikrozusténden)
entspricht. Dass das Extremum in der Tat ein Maximum ist, folgt aus der Konkavitat
von —plnp.

Bei der kanonischen Verteilung lassen wir die innere Energie U nicht fest, sonder
erlauben Energieaustausch. Allerdings gilt die Nebenbedingung

U=H=> pH,. (4.121)

Zum Finden des Extremum von S brauchen wir daher einen zweiten Lagrange-
Multiplikator 5. Wir erhalten

0=d(S/kp =AY pi— B> Hp)=—> (Inpi+1+A+BH)dp;  (4.122)

(2

mit dem Resultat
pi = e 1TATPH o o= BHi (4.123)

was genau der kanonischen Verteilung entspricht mit 8 = 1/kgT.
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L (Legendre)

thermodyn. Potential  f(x) > g(p)
A A
F(z) = /@ Gp) = o®
v v

Zustandssumme  F'(z) > G(p)

G(p) = [dz F(z)e™ (Laplace)

Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen der Legendre-Transformation in der Thermo-
dynamik und der Laplace-Transformation in der statistischen Mechanik: ein Wechsel
von x auf p als natiirliche Variable entspricht einer Laplace-Transformation auf den
entsprechenden Zustandssummen; bis auf Korrekturen, die im TDG verschwinden.

Damit kann man die statische Mechanik mit dem ,Prinzip vom unzureichenden
Grunde” tiefer verstehen. Da man durch den alleinigen Zugriff auf die Arbeitsgrofsen
den Mikrozustand nicht eindeutig festlegen kann, nimmt man einfach an, dass das
System im Zustand mit der groften Entropie (gegeben das Wissen tiber das System)
ist. Das entspricht genau den typischen Konfigurationen von Shannon. Obwohl
man kein Wissen um den Mikrozustand hat, kann man trotzdem Aussagen iiber
Messgrofen treffen. Insbesondere gibt es Grofen, deren relative Fluktuationen im
thermodynamischen Grenzfall grofser Systeme verschwinden, so dass man sogar
deterministische Aussagen treffen kann.

Man kann das gibbssche Variationsprinzip einfach erweitern, in dem man Fluktuatio-
nen in anderen Arbeitskoordinaten zulésst. Zum Beispiel kann man sich vorstellen,
dass das System im Kontakt mit einem Arbeitsmedium ist, dass Volumenénderungen
erlaubt und den Druck nur im Mittel festlegt. Man sieht direkt, dass die zusétz-
lichen Lagrange-Multiplikatoren genau den Gleichgewichtsgréfen g, entsprechen.
Fiir die Arbeitskoordinate Z mit der Gleichgewichtsgrofte g erhilt man dann die
Wahrscheinlichkeitsverteilung

pi oc e PHi=9Z:) (4.124)

Dass dies im thermodynamischen Grenzfall genau einem Wechsel von Z auf g mit
einer Legendre-Transformation entspricht und damit die Thermodynamik dquivalent
ist, folgt mit dem néchsten Abschnitt.

4.7 Aquivalenz der Ensembles

Wir zeigen zunéchst ein allgemeines Resultat, welches die Legendre- mit der Laplace-
Transformation verkniipft. Die Anwendung davon zeigt dann unter Anderem, dass
im thermodynamischen Grenzfall das mikrokanonische Ensemble dieselben Resultate
wie das kanonische Ensemble liefert.
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Gegeben eine extensive Grofe x oc N fiir N — oo, sei f(x) eine konvexe Funktion,
welche auch extensiv ist. Weiterhin definieren wir die dazugehoérige ,,Zustandssumme*
F(x) = e~ /@) Dann entspricht, im thermodynamischen Grenzfall N — oo, eine
Laplace-Transformation von F'(z) auf G(p) genau einer Legendre-Transformation
von f(z) auf g(p) = InG(p) (bis auf subdominante Korrekturen O(In N)), siehe
Abbildung 4.1. In Formeln gilt

G(p) = /da} F(z)e™ = g=LfmitF(z)=e¢ 7@ Gp)=eIP . (4.125)

Nun zum Beweis: Die Funktion zp — f(z) hat, wegen der Konvexitit von f, fiir jedes

p ein wohldefiniertes Maximum bei z*, siehe (2.4). Damit wird der Integrand e®P—7/(®)

von Werten in der Nahe dieses Maximums dominiert. Wir erhalten in zweiter Ordnung
Cf 0

op— () =T [+ @)@ —a%) — L) - (4.126)

Aus der Extensivitit folgt weiterhin f” oc 1/N. Mit dieser Naherung (Sattelpunkts-
naherung) kann die Laplace-Transformation explizit ausgefithrt werden mit dem
Resultat

G(p) = e / da e~ 20" @@= — ELO(1/ [ (2)!12) = ST O(NY2) . (4.127)

Wir erhalten
=
9(p) =InG(p) = Lf +O(InN), (4.128)

was wir beweisen wollten.

Bemerkung: Die Sattelpunktsniherung beschrankt das Integral auf einen Bereich
dx = x — 2* ~ NY2 cin. Weiterhin gilt z* x N auf Grund der Extensivitit. Damit
werden nicht die Fluktuationen in x sondern nur die relativen Fluktuationen klein,
siehe (4.53) und (4.98).

Hinweis: In Anwendungen ist das Integral oft nicht iiber alle reelle Zahlen, sondern
nur iiber ein Teilgebiet. Solange z* + §z sich im Integrationsgebiet befindet, gilt das
Resultat weiterhin. Aus einem dhnlichen Grund, darf man das Integral durch eine
Summe iiber die ganzen Zahlen ersetzen (im thermodynamischen Grenzfall liegen
viele ganze Zahlen im Bereich #* + dx und der Integrand dndert sich langsam).

Mikrokanonisches und kanonisches Ensemble: Es gilt der Zusammenhang

~OA(U—H)e PH

_ H)e U
/dUF(AU)e—ﬁU:/dU GalU AH) >=<e‘5H>=ZN(B) (4.129)
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zwischen kanonischer und mikrokanonischer Zustandssumme, wobei wir benutzt haben,
dass [dU éa(U — H) = A. Damit sind die Zustandssummen durch eine Laplace-
Transformation miteinander verkniipft (der zusétzliche Faktor 1/A ist unwichtig, da
er nur einer konstanten Verschiebung In A auf den Potentialen entspricht).

Nun ist es nur noch eine Aufgabe die Funktionen f, F, g, G und die Variablen z,p
aus dem Satz (4.125) richtig zu wéhlen, um zu zeigen, dass

) (32

(~B)F(8) = max((~B)U - ~BU). (4.130)

was (nach teilen durch (—/3)) dquivalent ist zum (Standard-)Resultat

F(B) = msin<U(S) - (—B)Sk‘B> - mSin(U(S) - TS) (4.131)

aus (2.47). Damit ist £ und S im thermodynamischen Grenzfall iiber eine Legendre-
Transformation verkniipft und die beiden Ensemble liefern dieselben Resultate. Man
sagt auch, dass die Ensemble dquivalent sind.

Der nétige Zusammenhang wird geliefert durch (z +— U,p — —f)

f(z) = =S(U)/kp = —InT(U), F(z) = I'(U),
g(p) = (=B)F(B) =InZn(B), G(p) — Zn(B), (4.132)

—

womit wir die Aquivalenz der Ensembles im thermodynamischen Grenzfall gezeigt
haben.

4.8 Grofskanonisches Ensemble

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, kénnen wir neue Ensemble einfiihren,
indem wir von einer extensiven Arbeitskoordinate auf die (entsprechende) intensive
Gleichgewichtsgrofe wechseln. Physikalisch entspricht dies dem Ankoppeln des Sys-
tems an ein Reservoir. In Anwendungen sind Teilchenreservoire wichtig, weshalb wir
das Vorgehen fiir diesen Fall explizit durchfiihren.

Betrachten wir dazu ein System, dass sowohl an ein Warmebad (bei der Temperatur
T) als auch an ein Teilchenreservoir (mit dem chemischen Potential p) gekoppelt ist.
Die beiden Reservoire konnen physikalisch natiirlich durch dasselbe System realisiert
werden. Wir kénnen die groflkanonische Verteilung analog zu der Herleitung von
Gleichung (4.89) erhalten. Aquivalent bekommen wir aus dem gibbsschen Variations-
prinzip (4.124) (mit g — u, Z — N) das Resultat

e—B(H—pN)
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Die grofkanonische Zustandssumme

Z(B8,2) = ZZNZN(B) = (e PUH—1N)y mit der Fugazitit z = e’ (4.134)
N

ist dabei mit dem grofsen Potential verkniipft durch

QB,2)=—kpTIn Z(5,2) . (4.135)

Die Zustandssumme Z(f, z) ist die erzeugende Funktion fir die (innere) Energie
(bzgl. —B) und die Teilchenzahl (bezgl. In z). Wir erhalten'®

OlnZz and N:N:alnzzzalnz (4.136)

U=H=- ap Olnz 0z

Die Teilchenzahl wird im grokkanonischen Ensemble nur im Mittel festgehalten. Fiir
das Schwankungsquadrat erhalten wir

0%’In 2 ON ON (2.59) N2
N2 — _ = knT [ == =/ — T. 4.1
(ON) 5T 22 <5(5M)>5v kp <3M>5v VHTk’B (4.137)

Im thermodynamischen Grenzfall verschwinden damit die relativen Fluktuationen
mit §N/N oc 1/N'/2 wie schon aus der Aquivalenz der Ensemble bekannt.

Bemerkung: Das groftkanonische Ensemble verlangt, dass man die Zustandssum-
me iiber System mit beliebiger Teilchenzahl N ausfiihrt. In der Quantenmechanik
entspricht das der Spur iiber den Fockraum

F=EHxy. (4.138)
N=0

Die direkte Summe geht dabei tiber den Vakuumzustand Hy = C, den Einteilchenhil-
bertraum Hi = H, den Zweiteilchenhilbertraum Hs, ... In der Natur werden dabei
nicht alle Zustdnde im Produktraum

Hy=H"=Ho --oH (4.139)
N-Faktoren

realisiert. Erlaubt sind nur die symmetrischen (fiir Bosonen) oder antisymmetrischen
(fiir Fermionen) Unterrdume mit

YNy, ) = X, Ty ) (Bosonen), (4.140)
YNy, ) = =N, ) (Fermionen). (4.141)

OWir bezeichnen mit N sowohl die Zufallsvariable als auch den Erwartungwert. Die jeweilige
Bedeutung sollte aus dem Kontext klar werden.
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Ein allgemeiner Zustand im Fockraum hat die Form

U = (o, 1,12, ...) (4.142)
mit dem Skalarprodukt
(UD) = (VN |EN) 2y - (4.143)
N

Dabei ist [1|* die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im Vakuumzustand
befindet. Die Wahrscheinlichkeitdichte N-Teilchen im System an den Positionen
x1,...,xN zu finden ist entsprechend |¢y(x1,. .., zN)[%

Fiir die Berechnung der grofskanonischen Zustandssumme Z = Sp ].-(e*ﬁ(H —hN )) =
> n 2V Spy N(e_ﬁHN ) = > n 2V Zxn braucht man den Teilchenzahloperator

und den Hamiltonoperator auf dem Fockraum
H|W) = (0, H191, Hata, . . .) (4.145)

als Funktion der Hamiltonoperatoren Hy auf dem N-Teilchen-Hilbertraum.



Kapitel 5

Quantengase

5.1 Rotationen diatomiger Molekiile

Im Beispiel 4.9 haben wir gesehen, dass die Rotationen eines diatomigen Molekiils
mit H = L?/2I klassisch den Beitrag kp zur spezifischen Wirme liefert. Der Gleich-
verteilungssatz ist in der Quantenstatistik nicht mehr giiltig. Der Grund ist, dass
Freiheitsgrade ausfrieren konnen, wie wir im Folgenden sehen werden.

Quantenmechanisch hat der Hamiltonoperator das Spektrum

H|l,m) = Ei|l,m), Im| <1, 1€{0,1,...}

h2
B =— 1). 1
1= o7+ 1) (5.1)

Wir berechnen nun die Zustandssumme!

Z=2Z)=>)Y ePPm=3"@l+1)e D o= . (5.2)
— ; 2IkpT

Daraus erhélt man die spezifische Warme

_87U__821nZ_ ,d*InZ
V=or T " orag ~ "BY Tdaz -

(5.3)

Die dimensionslose Grofie o unterscheidet zwischen hohen T > T* = h?/Ikp (o < 1)
und tiefen Temperaturen 7' < T*. Bei tiefen Temperaturen (o > 1) tragen nur die
ersten Terme bei und es gilt

Z(a) ~ 1+ 3e2, cy ~ 12kpa’e 2. (5.4)

'Da wir nur ein Teilchen haben gibt es natiirlich keine Unterscheidung zwischen kanonisch und
grofikanonisch.

81
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Abbildung 5.1: Spezifische Warme ei-
nes diatomigen Molekiils als Funktion
der Temperatur. Fiir tiefer Tempera-
turen ist sie exponentiell unterdriickt
und geht fiir grofe Temperaturen auf
das Resultat kg aus dem Gleichvertei-
lungssatz iiber. Die Temperaturabhan-
gigkeit ist anomal mit einem nichtmo-
notonen verhalten.

Damit frieren die Rotationen bei tiefen Temperaturen exponentiell aus mit ¢y ~
—T*/T
e .

Bei hohen Temperaturen geht die Summe tiber in ein Riemann-Integral mit
1 [>*d

7 — > 21 1 —al(l+1) dl = _/ & —ad(l+1) dl . ]
/0 (20 +1)e o), e (5.5)

-1
Damit gilt Z ~ 1/« und ¢y ~ kp was genau dem klassischen Wert fiir zwei Freiheits-
grade aus dem Gleichverteilungssatz entspricht.

Es ist interessant, dass das der Ubergang vom Wert ¢y = kg bei hohen Temperatu-
ren zu der exponentiellen Unterdriickung nicht monoton verlduft. Wir kénnen das
Hochtemperaturresultat verbessern, indem wir die Euler-MacLaurin Formel

s o0 1 1 1
flw/ dl f(1) + =£f(0) — —£'(0) + — f""(0 5.6
> 10)= [ AL+ 350 = 15 0)+ 7" 0) (5.6)
verwenden. Wir erhalten
1 1 1 5 B 1 5
Z—a(l—i—ga—i—ﬁa + >, cV—k:B(l—i—EOc + ) (5.7)

Damit gibt es eine Anomalie der spezifischen Warme: sie nimmt zuerst zu, bevor sie
unterdriickt wird.

5.2 Phononengas

Betrachten wir einen Festkorper mit N Atomen. Die Atome mit Masse M sind
in der Gleichgewichtsposition r; (i = 1,...,N) in einem Kristallgitter angeordnet.
Kleine Abweichungen w; = (u;q)a=1,2,3 von den Gleichgewichtsposition, kann man
die Energie in quadratischer Ordnung entwickeln. Man erhélt den Hamiltonoperator

2
p; |1
. 2]\14 + §M E DQB(T‘Z' — 'rj)u,-’auj’g (58)
? 4,7

a’ﬁ

H =
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mit p; = M; dem zu u; kanonischen Impuls. Die dynamische Matriz D ist symme-
trisch Dog(r) = Dgo(—T7), positiv-semidefinit und héngt wegen der Translationssym-
metrie nur von r; — 7; ab.

Wichtig sind die Eigenmoden und Eigenfrequenzen, welche das Problem diagonalisie-

)

ren. Dazu bestimmen wir die 3N-Losung u,; ~ der Eigenwertgleichung

Zpaﬁ ri—r)ul) =wiul . v=12-- 3N. (5.9)

mit den Eigenfrequenzen w,. Die Eigenmoden sind durch eine orthogonale Haupt-
achsentransformation mit den urspriinglichen Freiheitsgraden verkniipft. Beziiglich

der Eigenmoden separiert der Hamiltonoperator. Wir setzen u; = ), qyugy) und

erhalten?
3N 2

H= ZH Z(2M+ Ml,qy> (5.10)

mit p, = Mq,.

Jeder Term H,, ist ein harmonischer Oszillator mit dem Spektrum
1
E,, = hw, (ny+2>, n,=0,1,2,.... (5.11)
Das Gesamtspektrum ist damit gegeben durch

En, ZEn = hw, (n,, + ;) . (5.12)

Um die Thermodynamik bei der Temperatur 7' zu erhalten, berechnen wir die
kanonische Zustandssumme

7 = Z e*fBEnlr“ M3N — (Z efBEm) c. (Z QBE"3N>

ni, N3N ni n3N
o0
=112, Z, =Y e PP, (5.13)
v n,=0

Man beachte, dass die Faktorisierung der Zustandssumme in die Anteile der einzelnen
Figenmoden eine allgemeine Figenschaft eines Systems ist, dass aus Teilsysteme
ohne Wechselwirkung besteht. Als Folge wird die (freie) Energie zu einer Summe der
Teilsysteme.

Wir miissen nun nur noch die Zustandssumme Z,, einer Eigenmode (hamonischer
Oszillator) berechnen, mit dem Resultat

> 1 1 fuw -1
_ § : —Bhwy(nu+5) _ —Bhw, /2 _ . v
Z]/ — . :06 n 2/ = ¢ w T e_ﬂihwu = |:2 sinh <2kBT>:| . (514)

o) _
i — 6uu’-

#Wegen der Orthogonalitiit der Transformation gilt > u(”)
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Die innere Energie ist damit gegeben durch
1 hew,,
Z —In [2sinh(Bhw, /2)] = Zy: 5w coth <2kBT>
- Zhwu <n,,+ 2) (5.15)

mit der mittleren Besetzungszahl (Bose-Finstein- Verteilung)

aan

U=-—

1

ny = m . (5.16)
Bei hohen Temperaturen kT >> hw, geht die Besetzungszahl {iber in
kT
n, = . 5.17
=12 617
In diesem Grenzfall erhalten wir die Warmekapazitit (Dulong-Petit-Gesetz)
I R
Cv =5 = aTk:BT; = 3Nkg. (5.18)

Damit erhalten wir bei hohen Temperaturen das Resultat aus dem Gleichverteilungs-
satz.

Bei tiefen Temperaturen werden ein Teil der Freiheitsgrade ausgefroren. Um die
Warmekapazitiat zu berechnen brauchen wir die Eigenfrequenzen w,. Wegen der
Translationsinvarianz ist das Eigenwertproblem im Fourierraum schon diagonal, so
dass nur noch die Diagonalisierung der Matrix 3 x 3-Matrix

- Z e ®TiD5(r:) (5.19)

verbleibt. Damit hat das System drei Polarisationen und die Eigenfrequenzen sind
gegeben durch wy(k), A = 1,2, 3.
Eine wichtige Eigenschaft des Systems ist, dass sich die Energie bei einer homogene

Verschiebung u; = d des Kristalls nicht &ndert. Daraus folgt

0=> D(r;)) = D(k = 0) (5.20)

und somit auch das Goldstone-Theorem wy(k — 0) — 0. Damit sind die Anregungen
(lineare) Schallmoden

(k) = {5|||k:|, longitudinale Mode mit u || k, (5.21)

sy |k|, transversale Mode mit u L k,
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wobei die Schallgeschwindigkeiten s; der beiden transversalen Moden auf Grund
der Symmetrie gleich sind.? Die lineare Dispersionen sind natiirlich nur fiir kleine k
glltig.
Wir betrachten das System in einem Kasten mit Volumen V = L3. Die Quantisierung
der k-Moden ist k = (27/L)n, wie im Beispiel 4.1 (mit periodischen Randbedingun-
gen). Wir erhalten die innere Energie

k2 dk /2n2

B o dk -
U= V/WZ/\:MA(’{:) (nk7)\+2> = V/2ﬂ_2k ;hw)\(k)nh,\-i-(]o, (5.22)

wobei Uy der Nullpunktsenergie entspricht. Wir bestimmen die Anregungsenergie
beziiglich Uy indem wir von k = |k| auf w als Integrationsvariablen wechseln. Wir
erhalten?

® dw 3hw? 1 VkLTd [0 3 2VELT?
U:V/ w3 :33/ doe—2 =T 7B (5.23)
o 2m2 3 ew/ksT 1 272 R332 J, T er—1 10 h3s3
mit s der ,mittleren” Schallgeschwindigkeit definiert tiber
1 1 1 2 1
=) = (5.24)
s3 3 ; 55 3s% 3Sﬁ

Damit ist die Warmekapazitdt des Phononengases (bei tiefen Temperaturen) gegeben

durch ) 5
ou 2 kgT
”kV(B ) .

Cv (5.25)

—ar 5 P \Uhs
Die Linearisierung des Spektrums in (5.21) ist natiirlich nur fiir kleine Energien
und damit tiefe Temperaturen giiltig. In der Tat ist es so, dass (5.25) fiir grofe
Temperaturen iiber dem klassischen Wert des Dulong-Petit-Gesetzes zu liegen kommt.
Das Problem liegt daran, dass im Integral (5.23) auch Frequenzen vorkommen, bei
dem die Linearisierung nicht mehr giiltig ist. Debye hat daher vorgeschlagen, die
obere Grenze des Integrals durch die Debye-Frequenz

2.3 1/3
wp = <67T;N) (5.26)

zu ersetzen, die so gewéhlt wird, dass fiir T > hwp/kp, wie gewiinscht, das Gesetz
von Dulong-Petit gilt.” Die Debye-Energie hwp spielt dabei im Phononengas eine

3Die dynamische Matrix hat die allgemeine Taylorentwicklung Dug(k) = Ak?00s + pkaks +O (k)
mit den Lamé-Konstanten A, pi. Das Goldstone-Theorem sorgt dafiir, dass die Konstante verschwindet.
Der lineare Term ist wegen der Semidefinitheit (D > 0) verboten. Der quadratische Term kann durch
die zwei (Lamé-)Konstanten u, A parametrisiert werden mit A > 0 und A + g > 0 wegen D > 0. Die
Schallgeschwindigkeiten sind damit gegeben durch s = /A + p und s = VA

“Wir verwenden das Resultat Jo dx z3/(e” — 1) = n*/15.

®Man erhilt das Resultat mit foﬁwD/kBTd:r 23/(e® — 1) ~ foth/kBTﬁ ~
kT > hwp.

(hwp /kpT)? fiir

1
3
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analoge Rolle zu der Fermi-Energie e in der Theorie des Fermi-Gases, in dem
es den Hochtemperaturbereich (klassische Theorie) vom Niedrigtemperaturbereich
(Quantentheorie) abgrenzt.

5.3 Hohlraumstrahlung

Die Theorie der Hohlraumstrahlung oder auch Schwarzkorperstrahlung hat viele
Gemeinsamkeiten mit dem Phononengas aus dem letzten Abschnitt. Das System
besteht aus einem Hohlraum (Vakuum), das von Wénden bei der Temperatur 7'
umgeben ist. Durch Absorption und Emission von Photonen thermalisieren die
Wainde mit dem Photonengas im Hohlraum. Die Photonen entsprechen dabei den
quantisierten Moden der Wellengleichung, welche man aus der Maxwellgleichung
im Vakuum erhilt. Jede Eigenfrequenz w, entspricht dabei einem harmonischen
Oszillator, der im Gleichgewicht die mittlere Besetzung m, = 1/(exp(fw, /kpT) — 1)
aufweist.

Es gibt wesentliche Unterschiede zwischen dem Phononen- und dem Photonengas.
Zum einen ist die Geschwindigkeit der Photonen immer die Lichtgeschwindigkeit
¢, zum anderen gibt es wegen V - E = 0 nur die zwei transversalen Moden. Damit
erhalten wir in diesem Fall fiir die mittlere Geschwindigkeit (aus (5.24))

1 9 1/3
=35  und damit s=:<2> c. (5.27)

Das Spektrum linear ohne Abschneidefrequenz wp. Aus (5.27) und (5.23) ergibt sich
das Stefan-Boltzmann-Gesetz
w2 VERT? 72k}
= —_— a = — .
15 h3c3 15 h3¢3
Die Energiedichte uw = U/V im Hohlraum wéchst damit mit der vierten Potenz der
Temperatur.

=aVT?,

(5.28)

Die innere Energie U(V,T) als Funktion des Volumens und der Temperatur ist kein
thermodynamisches Potential und enthélt darum nicht die komplette Information
iiber die Thermodynamik. Insbesondere benétigen wir noch nach der thermischen
Zustandsgleichung p(7T"). Man beachte, dass wegen der fehlenden Teilchenzahlerhaltung
der Druck p nur von der einzigen intensiven Groéfse 7' abhdngen kann. Aus dem
allgemeinen Ausdruck (1.64) wissen wir, dass

ou 4 dp
= =agT*=T-"2 — 5.29
(av)T ¢ ar ¥ (5.29)
mit der Losung®
a u
mﬂ:§ﬂ:§. (5.30)

Der lineare Term o T muss wegen (2.56) verschwinden.
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Die Beziehung pV = U/3, welche das Phononengas erfiillt, ist die (ultra-)relativistische
Erweiterung von (1.32).

Aus der Beziehung u(T) = [dw @(w,T) in (5.23) erhalten wir weiterhin die spektrale
Energiedichte

w? hw

7203 phw/kpT _ 1

i(w,T) = (5.31)

Das Maximum diese Funktion ist bei der Frequenz ( Wiensches Verschiebungsgesetz)

kpT
wO(T)=xo% ; (5.32)

wobei xg ~ 2,82 die Position des Maximums der Funktion z3/(e* — 1) bezeichnet.

Die theoretische Beschreibung der Hohlraumstrahlung geht auf Max Planck zurtick.
Aus den experimentell bekannten Resultate fiir @ und wy(7") hat er die Konstanten &
und kg bestimmt. Mit dem Wissen um den Wert der universellen Gaskonstanten R
bestimmte er auch den damals genauesten Wert der Avogadro Zahl R/kp.

5.4 ldeale Quantengase

Wir haben jetzt an einigen Beispielen gesehen, wie die Quantentheorie die Resultate
der klassischen statistischen Mechanik modifiziert, indem bei tiefen Temperaturen
hochfrequente Freiheitsgrade ausfrieren. Ein komplett anderer Mechanismus fithrt zu
einer Verdnderung der idealen Gasgesetze auf Grund der Quantenmechanik bei tiefen
Temperaturen. In diesem Fall fithren das Konzept der ununterscheidbaren Teilchen mit
der bosonischen respektive fermionischen Austauschstatistik zu Abweichungen vom
klassischen Verhalten. Obwohl alle idealen Gase durch denselben Hamiltonoperator
Hy = Zfil p?/2m mit ausschlieRlich kinetischer Energie beschrieben werden, sind
die Eigenschaften von bosonischen Gasen bei tiefen Temperaturen fundamental
verschieden von denen von fermionischen Gasen.

Die Eigenfunktionen des Einteilchenproblems H; = p?/2m sind gegeben durch die
ebenen Wellen (wir betrachten wiederum periodische Randbedingungen)
27

wk,o(rym) X 50m6ik.7‘7 k= fn7 o c {—S, —s+1,... ,S} (533)

mit dem Spin s und dem Impuls hk des Teilchens. Die Einteilchenenergien sind dabei
gegeben durch

h2k?
ko =

Sy mit HiYgq(r,m) = ek oo (r,m). (5.34)

Da es keine Wechselwirkung im Problem gibt, kann man die Vielteilchenwellenfunk-
tionen (zunéchst ohne Statistik) als Produktwellenfunktionen

YN (1, TN) X Yoy (@1) - Yoy (TN) (5.35)
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ansetzen mit « = (k,o) und x = (r,m). Diese Wellenfunktion hat die Eigenenergie
E N = ZZ Ea;-

Im Folgenden ist es niitzlich die Besetzungszahlbasis einzufiihren. Wegen der Ununter-
scheidbarkeit der Teilchen, wird der Zustand eindeutig festgelegt, indem man angibt,

wieviele Teilchen n, € {0, 1,...} jeweils einen Einteilchenzustand 1, besetzen. Damit
erhalten wir den Eigenzustand ({nq} = {na,;nag,--- })
¢{na}(m17 s a:L'N) x Py [wal (xl) T ¢a1 (xnal ) wtm(') T ﬂ}az(') o ] (5'36)
~ —_——
Ny -mal Nagy-mal

zu der Energie

E = Znaea und der Teilchenzahl N = Z Na (5.37)
(e «

wobei P, auf den bosonischen und P_ auf den fermionischen Unterraum projiziert.
Fiir fermionische Zustéande gilt das Pauliprinzip, welches die Besetzungszahlen auf
die Werte 0 oder 1 einschrénkt. In der Tat gilt

P-|pa(z1)pa(r2)| < 0a(T1)Pa(T2) = Palr2)Pal(z1) =0, (5.38)

so dass keine Zustdnde mit n, > 2 existieren.

Da die Resultate aller Ensemble im thermodynamischen Grenzfall iibereinstimmen,
ist es am Einfachsten das System im grofkanonischen Ensemble zu beschreiben.
Die grofskanoninsche Verteilung hiangt nur von der Kombination H — N ab. Die
Eigenzusténde (5.36) mit

0,1,2,3,... (Bosonen),
o= _ (5.39)
0,1 (Fermionen),
sind vollstdndig im Fockraum und erfiillen die Eigenwertgleichung
(H = uN)gny = (B = pN)pny = D _(Ea — 1)Natin,) - (5.40)

«

Wir erhalten die grofskanonische Zustandssumme

Z = Zexp<— Zﬁ(ea - M)na) = Z He,@(u—sa)na = H Z eﬁ(u—sa)n
{na} @ n

{na} @ @

_ HZa _ H (1 — eﬁ(’“ga)>_1 (Bosonen), (5.41)

o 1 4 ePlu—ca) (Fermionen).

Man beachte, dass wir im bosonischen Fall u < min &, brauchen, damit die Zustands-
summe konvergiert. Da die Untersysteme zu verschiedenen a unabhéngig voneinander
sind, ist die Zustandssumme ein Produkt der einzelnen Beitrége.
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Bosonen

Abbildung 5.2: Bose-Ein-
- stein- und Fermi-Dirac-Ver-
teilung

Fermionen

-4 2 0 2 (o —p)/kpT

Der Logarithmus verwandelt das Produkt in eine Summe mit dem Resultat

— 1n<1 - eﬁ(“*&*)> (Bosonen),

InZ = (5.42)
Ea: ln(l + eﬁ(’“‘_fo‘)> (Fermionen).
Fiir die mittlere Besetzungszahl n,, findet man daraus
1 Bos
1 /0mZ e 1 (Bosonen), )
Ne = —E e - 1 . (5 3)
(0%
14,3,€ Bt e (Fermionen),

siehe Abbildung 5.2. Die Verteilung der Bosonen heifst Bose-Einstein- Verteilung. Wir
haben diese schon am Beispiel des Phononen- und des Photonengases mit u = 0
(ohne Teilchenzahlerhaltung) gesehen. Die Verteilung der Fermionen heiftt Fermi-
Dirac-Verteilung.

Aus der mittleren Besetzungszahl kann man, fiir ein ideales Quantengas, die verschie-
denen thermodynamische Grofen erhalten. Die mittlere Teilchenzahl ist zum Beispiel
gegeben durch

N=) ng. (5.44)

Die innere Energie erhélt man aus

U= Zaana = Zaam. (5.45)

Aus der Beziehung Q) = —kpT In Z = —pV kann man schlieflich den Druck

lnZ— Z In(1 + 7q) (Bosor.len), (5.46)
k? —1In(1 —7,) (Fermionen)

bestimmen. Die Entropie folgt aus (2.8) mit dem Resultat

1
S—T(U—i—pV—,uN)—ksan—i-sza:B(ga—M)na- (5.47)
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oBlea—i) _ {(1 +7a)/Ma (Bosonen), (5.48)

(1 —7a)/7q  (Fermionen),

kann man den Faktor S(e, — p) durch die Besetzungszahlen ausdriicken. Man erhélt
das Resultat

~In7ig — (1 +75)In(1 +7a) (B :
Z—kBZ{n nn + 7o) In(1 +7,) (Bosonen) (5.49)

Mg InTig + (1 — 7)) In(1 — )  (Fermionen) .

Das fermionische Resultat kann man mit (4.81) so interpretieren, dass der Zustand «
mit der Wahrscheinlichkeit p, = i besetzt ist und mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p,,
unbesetzt. Die Interpretation des bosonischen Resultats ist wie folgt: Betrachten wir
den Zustand a mit Energie €,. Dann hat das System mit der Wahrscheinlichkeit

1 _ _y (5as) 1 e\
= — Bna(sa 'LL) =
Pno =7 € 1+ ng <1 +na> (5.50)

die Besetzungszahl n, mit Z, aus (5.41) und der mittleren Besetzungszahl ng, =
[efea=1) — 1], Die Besetzungszahl ist damit geometrisch verteilt und die Gibbs-
Entropie des Zustandes ist gegeben durch

So =~k > DnoInpn, = —kplaIntig + kp(1 +7a) In(1 + 7a) . (5.51)

Na

Ideales Quantengas: Fiir das ideale Gas gilt £, = h%2k?/2m. Im thermodyna-
mischen Grenzfall ist >, — (L/27)% [d®k und Q = —kpTIn Z = —pV. Aus dem
allgemeinen Ausdruck (5.42) erhalten wir das Resultat (z = €®#, mit + fiir Fermionen
und — fiir Bosonen)

1
P o kz In(1 4 ze Bero) =
N

3 7/B€k,o'
T /d kEIn(l+ ze ) (5.52)

9s
(2m)?
mit der Spinentartung gs = 2s + 1. Wir verwenden nun die Substitution (X ist die
thermische Wellenldnge aus (4.102))

27.2 2.2 A7)5/2
Wk _ Xk @ = ami2ar = G 2, (5.53)

omkgT  4r’ A3

2
T = /Bek,a =

und erhalten

P gs . 4[> 42
T ng)im(z) mit f;;Q(z) = iﬁ/o draz®In(l+2ze7 ).  (5.54)

Mit In(1 —2) = =322, 2"/n, (|z] < 1) und

—na? 1
/ dz z%e =R (5.55)
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T T T T T f3/2(1) ~ 2761

f5/2(1) = 1,34

Abbildung 5.3: Die Funktio-

nen fs5/9(z) und f3/5(2) mit
den Grenzwerten fir z —

_4 1 1 1 1 1 ]'_'
—4 -3 -2 -1 0 1
ergibt sich die Potenzreihenentwicklung
f;;Q(Z) = Ff52(F2) mit fs/2(2) = Z IR (5.56)

=1

Weiterhin definieren wir

o0 l

+ . . o z . d . d
fg/g(z) = Ff32(F2) mit f3/2(2) = ; BE Z@fwz = mfwm (5.57)

siehe Abbildung 5.3.

Die Gleichung (5.54) ist analog zur thermischen Zustandsgleichung des (klassischen)
idealen Gases. Allerdings hingt Fugazitit z mit der (mittleren) Teilchenzahl N
iiber die Beziechung N = 2(0InZ/0z)ry zusammen. Damit gilt fiir die idealen
Quantengase die Beziehungen

k%T = %féjg(z), (5.58)
N s
- = %f:fﬂ(z) ( = (p/kpT)/01n z) , (5.59)

welche die Thermodynamik bestimmen.

Die innere Energie ist gegeben durch

aan>
U=- . 5.60
< 8ﬁ V,z ( )
Bei festem z gilt Sp ox A3 oc 5732, Mit In Z = pV/kpT erhalten wir daraus
u 9(Bp) 3
= _ = —p. .61
v < op ). 2F (5.61)

Damit bleibt das Resultat 3
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pV/NkBT T T T T T

14F

Fermionen

Bosonen

=
(=]
T

BEK 7

0 1 2 NX/(2s + 1)V

Abbildung 5.4: Abweichung der thermischen Zustandsgleichung pV/NkpgT vom klas-
sischen Resultat 1 als Funktion NA3/V der Teilchen im Volumen \3.

aus dem Virialtheorem (1.32) auch in der Quantenmechanik giiltig. Die gesamten
Effekte auf Grund der Austauschsymmetrie stecken damit in der (thermischen)
Zustandsgleichung
+
pV i f 5 /2(2)
NkoT ~ [E,)

(5.63)

oder, anders gesagt, in der Abweichung der rechten Seite vom klassischen Wert 1.
Benutzen wir (5.59), um z durch die Teilchendichte auszudriicken, so erhalten wir
das Resultat aus Abbildung 5.4

Klassischer Grenzfall: Der klassische Grenzfall wird erreicht fur

-
5> A3 (5.64)

das heifit wenn der typische Teilchenabstand grofer als die thermische Wel-
lenldnge A ist. Dabei beschreibt A die De-Broglie-Wellenlénge eines Teilchens
der Energie kgT'. Der klassische Grenzfall entspricht damit tiefen Dichten bzw.
hohen Temperaturen. Aus (5.59) folgt daraus z < 1 und wir kénnen uns auf
die Terme mit [ = 1 in der Entwicklung von f(2) beschrinken. Es gilt dann
fiia(2)
F372(2)

=1+ 0(2) (5.65)

und wir erhalten die Beziehungen pV = NkgT und U = %N kpT des klassischen
idealen Gases.
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Die néchste Ordnung in z liefert f;Q(z)/f;E/Q(z) =1+ 2/25? und damit die
ersten Austauscheffekte. Aus (5.59) erhalten wir

1AMN

P =2+ 0(z%). (5.66)
und damit gilt
1 AN 5

Das Fermigas hat (bei festem 7', N/V) einen hoheren Druck (Pauli Prinzip)
und das Bosegas einen kleineren Druck als das klassische Gas.

5.5 Entartetes Fermigas

Unter einem entartetem Gas bezeichnet man den Fall A > V/N, bei dem die
Austauscheffekte auf Grund der Quantenmechanik dominieren. Dies entspricht dem
Grenzfall hoher Dichten bzw. tiefen Temperaturen. Betrachten wir zundchst den Fall
T = 0. Dann hat die Fermi-Dirac Verteilung die Form

17 €k,o SgFa

7mJ=@@F—%J%={ (5.68)

07 €k,o > EF,

mit der Fermi-Energie e, dem chemischen Potential u bei T'= 0. Die Fermi-Energie
ist liber die Beziehung

Kugel mit Radius kp = \2mep/h

N 1 A3k gs Ak}
_ = — o — 0s _— — h2k2 2 — u - L .
v =g = / s O(er — 1K 2m) = L X (5.69)

mit der Teilchendichte N/V verkniipft, das heift

B2 (6m2N\ Y3

Die Grundzustandsenergie Ey = U(T = 0) ergibt sich zu
3k R%k?
= f— s - _ 2 2 2
Ey kga Ek,olko = J V/ g O(ep — h°k*/2m)

::gNéF (5.71)

Der Nullpunktsdruck (Druck im Grundzustand) hat den Wert

an 3 85}7‘ 2N
— _ (=Y - _IN [ == =___¢cp. 72
Po (av)N 5 (av)N 5V °F (5:72)
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Elektronen in einem Metall haben die Dichte N/V =~ 10?2 cm~3. Somit gilt ep/kp ~
10* K. Damit sind Metalle auch bei Raumtemperatur in guter Niherung entartet. Die
Elektronen iiben dabei einen Nullpunktsdruck pg ~ 10% atm aus. Als Funktion von V
bei fester Teilchenzahl N ist der Nullpunktsdruck gegeben durch pg oc V=573

Sommerfeld-Entwicklung: Um Resultate bei endlichen Temperaturen zu bekom-
men, brauchen wir die Entwicklung von f;r/Q(z) flir z — oo. Es gilt die asym-

ptotische Entwicklung (Sommerfeld- Entwicklung)

2
fg;Q(z) = 15/7? <ln5/2 z+ 5% In'/2 z + O(In~3/ z)> . (5.73)

Daraus folgt auch

f?Dz(Z):ﬁfmf;Q( ) = NG <1n3/2z+ In~"/2 z + O(In~%/? )> . (5.74)

Setzen wir die Sommerfeld—EntwickIung in (5.59) ein, so erhalten wir die Beziehung

N
724 T2 ?{?v = (ex/kpT)*?, (5.75)

in anderen Worten

a2 \2/3 -
Inzx (14+ —— ~ ) 5.76
nE < 81n2z> kT ( )

Wir 16sen diese Gleichung iterativ nach In z auf und erhalten das Resultat

2
w= kpTlnz =¢ep (1 — %(k‘BT/EF)2 + O(kBT/€F)4> . (577)

Bei fester Teilchendichte folgt damit wie erwartet yu — ep fiir 7' — 0.
Weiterhin finden wir mit (5.58)

+
pV _ f5/2(2) _ 2 <lnz+ w2 +O(In~? z))

NkBT f3+/2(z) 5 211’12
_2¢€r 52 .y
= 5kuT (1+ 75 15 (kBT/er)* + O(kpT/er) ). (5.78)
w2 /2—m2 /12

Der Druck (bei fester Teilchenzahl und Volumen) ist damit bei endlicher Temperatur
hoher als der Nullpunktsdruck.

Auflerdem erhalten wir die spezifische Wérme

1 /oU 3V ([ Op w2 kT
_ 1 _ opy  _m kel 5.79
v N(@T)MN oN <8T)MN 2 ep B (5.79)

welche fiir tiefe Temperaturen linear in T' anwéchst. Insbesondere gilt ¢y — 0 fiir
T — 0, wie vom 3.HS verlangt.
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5.6 Entartetes Bosegas

Wie wir schon gesehen haben, wird der Druck fiir bosonische Austauschstatistik
im Vergleich zum klassischen Gas erniedrigt. Allerdings erreichen die Funktionen
f:,)_/z(z) und f5_/2(z) einen maximalen Wert von ((2) = S 1732 = 2,61 und
((3) = 31752 ~ 1,34 am kritischen Punkt mit z = 1 bzw. pu = 0, siehe
Abbildung 5.3. In der Tat endet die Kurve am Punkt BEK in Abbildung 5.4 mit

An o N p _ f572(1) ~
( 0 )C = f3/2(1) ~ 261 und (nkBT>C = fg_/2(1) ~ 0,514 (5.80)

Damit ist am kritischen Punkt von den drei intensiven Grofen T, p,n = N/V nur eine
unabhiingig.” Bei fester Temperatur ergibt sich damit eine kritische Teilchendichte

1 2,61 g5 3/2
T) = = T 5.81
und ein kritischer Druck
pe(T) = 0,514 nckpT o T2 (5.82)

Die Bezichungen (5.58) und (5.59) fiir das Bosegas sind damit nur fir p < p. und
damit n < n. giltig. Beim Druck p. findet ein Phaseniibergang statt, die sogenannte
Bose-Finstein-Kondensation (BEK).

Superfliissiges “He: Bei einem festen Druck p findet man aus der Bedingung p =
pe(Te), dass die BEK bei der Sprungtemperatur

1 h3p 2/
T. = — 5.83
kp (1,3495(277771)3/2) (5.83)

stattfindet. Die Sprungtemperatur ist damit fiir leichte Atome am Ho6chsten.
Betrachten wir das Beispiel von *He. Es besteht aus zwei Protonen und zwei
Neutronen und ist damit insgesamt ein Boson mit Spin s = 0 (eine gerade
Anzahl von gebundenen Fermionen hat bosonische Statistik). Die Masse ist
m = 4u = 6,6 - 1072"kg. Bei einem typischen Druck von p = 1atm erwartet
man daher eine BEK bei

T.~1,7K, (mit n, ~ 8,5nm™3). (5.84)

Dieser Wert entspricht in etwa dem beobachteten Phaseniibergang zu einem
Superfluidum bei T, = 2,177 K. Vergleicht man dieses Verhalten mit 3He (zwei
Protonen, ein Neutron, s = %), stellt man fest, dass bei diesen Temperaturen
das Helium-3 fliissig bleibt. Der Grund ist, dass *He ein Fermigas ist und daher

"Dies entspricht der gibbsschen Phasenregel mit 2 Phasen und 1 Komponente, siche spéter.
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keiner BEK unterliegt. Erst bei einer viel tieferen Temperatur ~ 2 mK wird
auch He ein Superfluidum. Der physikalische Mechanismus beruht in diesem
Fall auf einer Paarbildung (um aus 3He Bosonen zu bilden) mit anschliefender
Kondensation der Paare.

Das Bosegas (bg) hat die maximale Teilchendichte n.(7"). Damit kann es im Volumen
V maximal Nz = n.V Teilchen aufnehmen. Es stellt sich damit die Frage, was fiir
N > n,V passiert. Um die Teilchenzahl festzuhalten miissen wir auf die freie Energie
wechseln. Wir haben (fir N > Nyg, womit p = 0)

(n=0)

F(T,V,N) = min(Q+ uN) = Vmin(un — p) "= —p(T)V . (5.85)
I I
Wegen 1 = 0 héngt die freie Energie natiirlich nicht von N ab.
Man kann die freie Energie alternativ schreiben als
F v Ny (T\*?
N = thgt(l-2)feex, 2 wT N <Tc> (5.86)
mit
(5.82)
Jog(T,ve) = —peve =" —0,514kgT und fBEK(T,0) =0 (5.87)

In der Sprache von Kapitel 3 (vgl. Abbildung 3.1) entspricht das eine Koexistenz
des idealen Bosegases (bg) (mit spezifischen Volumen v.) mit dem Bose-Einstein-
Kondensat (mit spezifischen Volumen vggk = 0). Die unrealistische Eigenschaft
des verschwindenden spezifischen Volumens des BEK (entspricht einer unendlichen
Dichte) ist der Tatsache geschuldet, dass wir keine Wechselwirkungen beriicksichtigt
haben. Das Bose-Einstein-Kondensat ist damit ein idealisiertes System mit sggpx =
uBek = VBEK = 0.

Wir haben gesehen, dass die Gleichung (5.59) nur die Teilchen Ny, = n.V < N
bertiicksichtigt, welche das idealen Bosegas bilden. Die Frage ist damit, wo wir in der
Herleitung die anderen Teilchen ,yverloren haben. Mathematisch ist unterhalb der
BEK das zweite Gleichheitszeichen in (5.52) nicht mehr richtig. Der Grund ist, dass
der Einteilchen Grundzustand mit Energie ¢ = 0 und Impuls hk = 0 makroskopisch
besetzt wird mit

75 = Nggk = N — Nyg = (1 — 2)N = (1—”>N (5.88)

Ve

Damit muss (5.52) im Allgemeinen durch die Beziehung

b9 ) 9 3 I
T v In(1 — z) 2n) /d kln(l— ze )
Js gs .—
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ersetzt werden. Normalerweise verschwindet im thermodynamischen Grenzfall V' — oo,
der Beitrag des Bose-Einstein-Kondensates (erster Term). Da aber f5/5(2) nach oben
beschréankt ist, wird fiir n > n, im Grenzfall g — 0~ (z — 17) der Beitrag der erste
Term genau so wichtig wie die restlichen Zustéande.

Zur genaueren Interpretation der Sprungtemperatur als Phaseniibergang berechnen

wir aus der freien Energie F' = —p.V in (5.85) die Entropie (mit p. T5/2 fiir
T <Te)
OF p. H5Vpe 3
S=—(==) =vZ=2 T3/2 5.90
<8T>V or — 2T ™ (5.90)

Damit ist fiir das ideale Bosegas der 3.HS erfiillt. Wenn wir die Entropie umschreiben
als S = spgNpg, dann sehen wir, dass die Entropie nur von den Teilchen im Bosegas
getragen wird mit sps = 0,514 %kB. Der Entropieunterschied der beiden Phasen im
Phasengemisch ist damit gegeben durch As = sy,,. Damit hat das System die latente
Warme

{=TAs=0514 ngT. (5.91)

Weiterhin gibt es den Sprung Av = wv. im spezifischen Volumen. Die Clausius-
Clapeyron-Beziehung (3.8), die man direkt verifizieren kann, verbindet das Verhéltnis
dieser Spriinge mit der Ableitung dp./0T der Dampfdruckkurve (5.82). Damit identi-
fizieren wir den Ubergang als einen Phaseniibergang erster Ordnung.

Die spezifische Warme unterhalb der Sprungtemperatur ist gegeben durch

T (85) _ 15upe (5.82) 15
v

v T\*?
=— (= 14kp— =1 — . 92
Ccy N\ T X0,5 ]CBU ,93]€B (T) (59 )

4 T 4 c c

Die spezifische Warme nimmt damit bei tiefen
Temperaturen wie 73/2 zu. Auf der Sprungtem-
peratur hat die spezifische Warme den Wert
1,93 kp der grober ist als der Wert %kB bei
hohen Temperaturen. Insgesamt weist die spe- 3
zifische Wéarme bei der Sprungtemperatur ein
Maximum auf.

cv/kp
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Kapitel 6

Magnetismus

Magnetischen Systeme sind eine Testumgebung, um die Resultate der statistischen
Physik zu iiberpriifen. Auf der einen Seite sind die Systeme geniigend einfach, um
theoretische Resultate (zum Teil auch exakt) zu erhalten, auf der anderen Seite gibt
es experimentelle Methoden, wie zum Beispiel die Neutronenstreuung, mit denen man
magnetische Eigenschaften von Materialien sehr genau bestimmen kann. Ein weiterer
Vorteil ist, dass in den meisten Materialien, die typischen Energie des Magnetismus in
der Grofenordnung von 100-1000 K liegen und dass die magnetischen Freiheitsgrade
von anderen Freiheitsgraden relativ stark entkoppelt sind, so dass man sie getrennt
verstehen kann.

Innerhalb der klassischen Physik kann man Magnetismus nicht erkldren. In der Tat
ist es die Aussage des Bohr-van-Leeuwen-Theorems, dass es keinen klassischen Ma-
gnetismus gibt. Die Quantenmechanik fiithrt dazu, dass geladene Teilchen auf Grund
der orbitalen Freiheitsgrade eine diamagnetische Antwort auf angelegte Magnetfel-
der erzeugen. Zudem gibt es einen intrinsisches Drehmoment, den Spin, der einen
magnetischen Dipol erzeugt und damit zu einer paramagnetischen Antwort fithrt. In
der Quantenmechanik gibt es viele verschiedene magnetische Phasen (Para-, Ferro-,
Antiferro-, Spinglas-Magnetismus, ... ) mit den verschiedensten Phasentibergéngen
dazwischen. Wir werden in diesem Kapitel damit nur einige Grundlagen erklaren
kénnen. Mehr Informationen finden Sie in weiterfithrender Literatur, wie zum Beispiel
im Buch von Chaikin und Lubensky.

6.1 Allgemeines

In magnetischen Systemen ist die Arbeitskoordinate die Magnetisierung M entlang des
magnetischen Feldes mit der zugehorigen Gleichgewichtsgrofe By, sieche Beispiel 1.4.
Wir betrachten im Folgenden den Spin von N Teilchen, wobei wir N festhalten. Die

99
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(reversible) Arbeit ist dann gegeben durch
SW = BydM. (6.1)

Im Vergleich zu den Fliissigkeiten und Gasen, welche wir im Kapitel 1 untersucht
haben, gilt der Zusammenhang (V, —p) <> (M, By). Durch diese Analogie benennen
wir die relevanten Thermodynamischen Potentiale die innere Energie U(S, M), die
freie Energie F(T, M) und die Gibbs-Energie G(T', By) mit

F=U-TS und G=U-TS— ByM. (6.2)
Es gelten dabei die Fundamentalgleichungen
dF = —SdT + BydM und dG = —-SdT' — M dBy. (6.3)

Das magnetische Analog zur Kompressibilitit ist die magnetische Suszeptibilitdt

Xz = <Zg/t> ) isotherm (fiir x = T') und adiabatisch (fir z =S5).  (6.4)
0/«

Die Gleichung (2.17) hat nun die Form

T (OM\?
Cp, —Cpy=— | — 6.5
50— O XT(aT)BO (6.5)

mit der Warmekapazitit C,, bei festem x = By, M. Fiir paramagnetische Substanzen
gilt x7 > 0 und damit Cp, > Cq. Fiir diamagnetische Substanzen mit yr < 0 gilt
hingegen Cg, < Cpq.

Beispiel 1: (Stabilitédtsbedingungen)

Das Minimalprinzip auf den Potentialen U (S, M), H(S, By) fiihrt insbesondere
auf

T 02U T *H
— = >0, — = —— > 0.
Cyv 082~ 7 Cp, 082

Damit erfiillen die spezifischen Wérmen die Stabilitatsbedingungen Crq, Cp, >
0.!

!Die Stabilitidtsbedingungen fiir xs, xr folgen aus den zweiten Ableitungen von U®™(S, M),
F*™(T, M) nach M. Hier muss allerdings berticksichtigt werden, dass BodM nur die magnetosta-
tische Energie der magnetischen Substanz ist, zu der noch der Feldenergieterm d(%Bg) = BodBy
addiert werden muss. Damit gilt dF°™ = dF + Bo dBy = —SdT + Bo(dBo+dM) = —SdT + Bo(x ;"' +
1)dM. Die Stabilititsbedingung 82 F°™ /OM? > 0 lautet damit xr > —1. Analog erhilt man fiir
U™ die Bedingung xs > —1.
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Beispiel 2: (Adiabatische Entmagnetisierung)

Wenn ein Korper adiabatisch magnetisiert wird, éndert sich seine Temperatur.
Dies folgt aus der Beziehung

(), (%), (57),, (55),, e (o)
980 ) ¢ 05 ) p, o7 )5 \05 ), ~  Cpy \OT )3,

(6.6)

Bei der ersten Gleichung haben wir die Maxwell-Beziehung

oT _9*H oM 6.7
<aBO>S_GSé?B0__(GS>BO (6.7)

fir die Enthalpie H (S, By) mit dH = TdS — M dBy benutzt. Falls (OM/0T) g,
nicht verschwindet dndert sich die Temperatur des Korpers, wenn das dufiere
Magnetfeld By gedndert wird. Dies ist der sogenannte magneto-kalorische
Effekt. Bei Raumtemperatur ist er klein, bei tiefen Temperaturen kann er aber
substanziell werden. Fiir paramagnetische Stoffe gilt das Curie-Gesetz M oc T,
siche unten. Damit gilt M /OT o —T~2 < 0 und wir erhalten (0T /0By)s > 0.

Bei der adiabatischen Entmagnetisierung (dBy < 0) erniedrigt sich damit die
Temperatur des Korpers.

6.2 Idealer Paramagnetismus

Ein einfaches Modell des Magnetismus berticksichtigt nur die potentielle (Zeeman-)
Energie Hgp = — Zfil m; - By von N magnetischen Momenten m,; im &ufseren Feld
By. Wir wollen weiterhin annehmen, dass die magnetischen Momente von der Grofe
i = |m;| nur zwei Moglichkeiten annehmen kénnen mit m; - By = m; By = s;uBo mit
si = £1 (Ising-Spin): entweder richten sie sich im Feld aus (s; = +1) oder sie zeigen
in die entgegengesetzte Richtung (s; = —1). Damit gibt es insgesamt 2V mdogliche
Konfigurationen. Die Zustandssumme (bei By fest) ergibt sich dann als?

7. - —BHp _ ﬁuBoz,-si:< ﬁu3081>_,,( BuBosN>
B= Y e d e %:e SXN:e

814..3SN S814..3SN
N
= <Z 65“308) = 2N cosh™ (BuBy) . (6.8)
Aus der Zustandssumme erhélt man die Gibbs-Energie

G(T, Bg) = —kBTln ZB = —NkBTln[Q COSh(MBO/kBT)] . (69)

Damit erhalten wir die Magnetisierung

— 0G
M= Zm =— <aBO>T = Nptanh(uBy/kgT) (6.10)

2Im Vergleich zum Gas entspricht Zp der isotherm-isobare Zustandssumme bei. Der Term Hp
entspricht dabei der Laplace-Transformation von M auf By, siehe (4.124).
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und die Entropie

T
= —Nkp(p+Inp; +p-_Inp_). (6.11)

B
S=- (8G) = Nkpn2+ Nkg Incosh(uBo/kpT) — 5 M
Bo

Dabei ist p+ = [1 + eF2ubo/ kBT} 1 die Wahrscheinlichkeit, dass ein magnetisches
Moment den Wert s; = £1 annimmt. Fiir den idealen Paramagneten ist die mittlere
Energie?

H73 = —ByM = —NuBy tanh(,uBo/k:BT) (6.12)

proportional zur Magnetisierung.

Im Hochtemperatur Grenzfall (kT > pBy) folgt aus (6.10) das Curie-Gesetz

Nu?B
M = kMB - (6.13)
Bei tiefen Temperaturen mit kT < By saturiert die Magnetisierung
M = Np(1 — 2¢=2#Bo/ksT) (6.14)
auf den maximalen Wert Ny bis auf exponentielle Korrekturen.
Bei endlichem Magnetfeld By hat sowohl die Warmekapazitéit®
212
Cp =T (gg)m " kT2 co]s\lflg(fgo/kBT) (6.15)

als auch die Suszeptibilitit

aM N,U,2 TCBO
=35 ) = = 6.16
T (8BO>T kT COShZ(MBo/kBT> Bg ( )

ein Maximum bei uBy ~ kT bevor die Freiheitsgrade bei tiefen Temperaturen
(exponentiell) ausfrieren, sieche Abbildung 6.1. Wir finden bei tiefen Temperaturen das
Verhalten Cp, o T2 20B0/ksT ynd yp oc T~1e=2#Bo/ksT  Fiir hohe Temperaturen
gilt hingegen cosh — 1, so dass Cg, o T~2 und xr oc T~ 1.

Bei By = 0 gilt das Curie-Gesetz

Np?
T="—= 6.17
XT = (6.17)
bei allen Temperaturen.
3Die Energie Hg = —ByM = — Zivzl m,; - By liefert im Formalismus allerdings keinen Beitrag

zur inneren Energie” sondern entspricht ,nur der Legendre-Transformation von M nach By. Damit
gilt U =0und Hg = G+TS = —BoM = 9(BG)/9B. Der Grund ist, dass fiir das vorliegende System
ohne Wechselwirkung die Energie proportional zu der Magnetisierung ist. Damit sind S(U, M) und
U(S, M) nicht gut definiert.

4Da bei fester Magnetisierung die mittlere Energie festgelegt ist, gilt das entartete Resultat
Cypm =0.
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0.5

0.4 § Abbildung 6.1: Die Warme-

Cp,/Nkp kapazitdt eines idealen Para-

0-31 magneten zeigt die Schottky-
ol Anomalie. Der Wert ist fiir
’ hohe und fiir tiefe Tempera-
01k turen klein. Er hat ein Ma-
ximum Cp ~ 0,44Nkp bei
05 L . 5 - 1 kpT =~ 0,83uBy.
ksT/uBy

6.3 Ising-Modell

Der ideale Paramagnet berticksichtigt keine Wechselwirkungen zwischen den magneti-
schen Momenten und kann damit insbesondere keine Phaseniibergdnge beschreiben.
Fiigt man eine Wechselwirkungsenergie der Form

1
H= _§Z‘Jijsi8j —hZSi, h:,LLBo, (618>
17] ?

hinzu, erhélt man das Ising-Model. Der Faktor % sorgt dabei dafiir, dass jedes Spin-

Paar nur einmal gezahlt wird.

Die Kopplungskonstanten .J;; haben die Einheiten ,Energie” und beschreiben die
Wechselwirkung des Spins ¢ mit dem Spin j. Man beachte, dass wegen s? =1, die
Gleichung (6.18) die allgemeinste Wechselwirkung fiir Ising-Spins darstellt. Die Wech-
selwirkung kann Ferromagnetismus (J;; > 0), Antiferromagnetismus (J;; < 0) und
Spin-Gléser (J;; zufillig) beschreiben. Normalerweise ist der Ursprung der Wechselwir-
kung J die Austauschwechselwirkung, d.h. die Kombination von der elektrostatischen
Coulomb Wechselwirkung mit dem Pauli-Prinzip. Typische Grofenordnungen sind

|J|/kp ~ 100-1000 K.

Wir beschranken uns auf den Fall eines d-dimensionalen kubischen Gitters mit

Ty = {J, 1 und j sind néachste Nachbarn (6.19)

0, sonst.

Fiir L Momente in jede Dimension hat das System insgesamt N = L? Spins. Die
Gibbs-Energie erhilt man iiber die Zustandssumme

Zp = Z e PH = ¢=PG (6.20)
$1,-.3SN

Im Allgemeinen ist diese Zustandssumme nicht analytisch losbar. Eine niitzliche
Néherung ist die Molekularfeldndherung. Dabei ersetzt man den Wechselwirkungsterm
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s;s; durch die Wechselwirkung von s; mit dem (ortsunabhéngigen) mittleren Spin
=5 (Molekularfeld). Wir schreiben

si=m+(s; —m) =m+0;. (6.21)

Die Energie ist damit gegeben durch ({7, j) summiert iiber die ndchsten Nachbarn)

H——Jz.slsj thZ——JZm—i—é )(m + ;) thl

(4.9
:—JZ[m +m(s )+m(8j—m)+5i5j:|—hzsi

:—JZ(zmsz—gzm> thZ—JZ(S(S (6.22)

Der Parameter z = 2d beschreibt dabei die Anzahl néchster Nachbarn. Bis auf
den letzten Term sind die Spins unabhangig. Wir mochten daher den letzten Term
vernachléssigen. Dafiir bendtigen wir, dass die Korrelationen klein sind mit

557; (SS]' m

<1 (6.23)

2

m

Da die Molekularfeldtheorie Korrelationen vernachléssigt, bricht sie insbesondere in
der Nahe eines Phaseniiberganges zusammen, siehe auch spéter.

Ohne den letzten Term hat die Energie die Form

z
Hyp = —heir Y _ si + §NJm2. (6.24)
7

Das ist die Energie eines idealen Paramagneten im effektiven Feld heg = h + zJm.
Eine analoge Rechnung wie im letzten Kapitel fiihrt auf, vgl. (6.9),

G(T, h,m) = gNJmQ — NkgT In[2 cosh(Bheg)] - (6.25)

Im Gleichgewicht ist die Gibbs-Energie minimal beziiglich der Hemmung m. Damit
gilt
oG
0= p zNJm — zN J tanh(Bheg) . (6.26)
m

Diese Gleichung entspricht der Selbstkonsistenzgleichung

— ZS,L:il Sieﬂhefwi
m=75; = > oBhesi
fiir den mittleren Spin. Die Gleichung ist eine nichtlineare Gleichung fiir m. Die Losung
m* = m(T, h), welche das Potential G(T,h) = G(T, h, m*) aus (6.25) minimiert liefert
die Thermodynamik. Insbesondere ist man an der Suszeptibilitét

0?G(T,h) (6.26) 9 (0G(T,h,m) (6.27) om(T, h)

2 ) 2 5 10y 2 ;
T, O 2 Y T T ) 20 N2 T

B on2 " on O ‘m m B on

= tanh(fher) = tanh[8(h + 2Jm))| = _legi (6.27)

yr=— (6.28)
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interessiert. Mit der Selbstkonsistenzgleichung m* = tanh(Sheg) erhalten wir

B[1—tanh?(Bheg)]

xr _ Otanh(Bheg) Oher - om*\ o zJxr
N2~ e h =08(1—-m") (14 2zJ o = B(1—m"?) 1+N,u2

und damit die Suszeptibilitét

_ Np?
X = 35T/ — m*?) — 2

(6.29)

als Funktion des mittleren Spins m* = &;.

6.4 Magnetischer Phaseniibergang

Die ungeordnete Phase bei hohen Temperaturen (iiber dem kritischen Punkt 7T, siehe
spater) nennt man die paramagnetische Phase. In der paramagnetischen Phase kann
die Ndherung tanh z &~ x in der Selbstkonsistenzgleichung verwenden. Damit erhélt

man die Losung
h

- k BT —zJ
Insbondere gilt m* = 0 fiir By = h = 0. Das Curie-Gesetz ist in diesem Fall modifiziert
zum Curie- Weiss-Gesetz

*

m (6.30)

Np?

S fiir T > T, h = 0). 6.31
XT = Ty (fir 7 > ) (6.31)

Die Suszeptibilitdt divergiert bei der kritischen Temperatur (wir betrachten im
Folgenden den ferromagnetischen Fall mit J > 0)

J
T, =2~ (6.32)
kp
Die Divergenz deutet an, dass die paramagnetische Losung bei m* = 0 fiir T' < T,
instabil wird.

Wir untersuchen diese Instabilitdt mit Hilfe der Selbstkonsistenzgleichung. Fiir h =0
suchen wir eine Losung von

m = tanh(8zJm) = tanh(T,m/T) . (6.33)

Der Wert m = 0 ist immer eine Losung. Wie man aus der Graphik in Abbildung 6.2
erkennt, gibt es fiir T' < T, die zusitzlichen Losungen +m(T',0). Diese Losungen sind
entartet und minimieren G. Man nennt Num(7T,0) die spontane Magnetisierung, da
sie ohne entsprechendes dufteres Feld auftritt. Damit ist das System fiir T' < T, in
einer ferromagnetischen Phase.
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Abbildung 6.2: Graphische Losung der
Selbstkonsistenzgleichung fiir h = 0:
Die Schnittpunkt zwischen der gestri-
chelten Linie (m = m) und der Kur-
ve tanh(T.m/T) gibt die Losungen. In
der ferromagnetischen Phase (T < T¢)
gibt es 3 Losungen wahrend es in der
paramagnetischen Phase (T' > T,) nur
-2 —1 0 1 2 1 Losung gibt.

Nahe beim kritischen Punkt ist die Magnetisierung klein und man kann die Entwick-
lung tanh(z) ~ x — 23/3 verwenden. Fiir kleine Temperaturen saturiert m* — 17,
womit man tanhx ~ 1 — 2e~2* verwenden kann. Damit erhiilt man die Niherung

Tr>Te,

=0,
m*(T,0){ ~ /31— T/T.), TST., (6.34)

~1—2e /T T «T,

fiir die Magnetisierung. Die Magnetisierung hat bei T' = T, ein nichtanalytisches
Verhalten, was den Phaseniibergang signalisiert. Bei endlichem Magnetfeld hat die
Selbstkonsistenzgleichung die Form

m = tanh [(kBTcm + 1) /kpT) . (6.35)

Fir h > 0 wird die Entartung +m aufgehoben und es gibt jeweils nur eine Losung
mit m* > 0, welche die Gibbs-Energie minimiert. Wir untersuchen den Fall T' = T..
Mit der Entwicklung von tanh x erhalten wir

(3h/kpT )3,  h < kpT.,

6.36
1—2e 20/ksTe  p> kpT.. (6.36)

m*(Te, h) ~ {

Die restlichen thermodynamischen Grofsen konnen auf die Losung m* (7T, h) zuriickge-
fithrt werden.

Die Suszeptibilitit ist gegeben durch (6.29). Fiir h = 0 divergiert sie am Phaseniiber-
gang mit

_ _ Ny?

T kp(T-T¢) T>T, (6 37)
XTY o Nu? T<T '

~ Skp(T.—T)° S Ae-

Startend von der Gibbs-Energie (6.25)

1
G(T,h=0)= NkgT.m** — NkgT In[2 cosh(T.m*/T)] (6.38)
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erhalten wir die Entropie S(T',h = 0) durch ableiten nach 7. Dabei muss nur die
explizite T" Abhéngigkeit benutzt werden, da G ein Minimum beziiglich m* ist. Wir
erhalten

*

i
S(T,h=0)=— <g§i> = NkpIn[2cosh(T.m*/T)] — NkpTcm” tanh(T,m*/T')
h
*2
= NkpIn[2 cosh(T.m*/T)] — Nk’B# . (6.39)

Bei tiefen Temperaturen gilt cosh(x) =~ %ew. Damit erfiillt das System den 3.HS mit

*(1 —m*) (6.34) 2NknT.e—2Tc/T
S(T < T.,h=0) =~ NkBTcm(Tm) (639 B }6

(6.40)

und die Freiheitsgrade frieren bei tiefen Temperaturen aus. Fiir Temperaturen T' ~ T,
kénnen wir die Entropie fiir kleine m* entwickeln mit dem Resultat

NkpTe(Te —2T) o
272

Fir T' > T, gilt m* = 0 und wir erhalten S(T" > T,,h = 0) = NkpIn(2) von N
ungeordneten Ising-Spins. Insgesamt gilt

S = NkpIn(2) + +0(m*). (6.41)

= Nkgln(2), T >T.,
S(T,h=0)¢~ Nkgln(2) — 3Nkg(1 - T/T.), T <T., (6.42)
~ 2NkpT.e 2Te/T T, T<T..

Die Entropie hat damit bei T' = T, ein nichtanalytisches Verhalten was den Phasen-
iibergang signalisiert. Entsprechend hat die Warmekapazitat

say [0 T>T,
CB()(T, h = 0) =T <81—’> ~ %NkBy T ,S ch (643)
"\~ ANkgT2e~20/T /T2 T < T,.

beim Phaseniibergang einen Sprung der Hohe %N kp, siche Abbildung 6.3.

In der Nidhe des kritischen Punktes (7, h) = (T¢,0) wird das Verhalten des System
durch kritische Exponenten beschrieben. Diese sind

Cpy < [T —T.|™, mj_gox (Te—T)",  xrpeo o< |T —Te|™", mj_q o h'/°.

Die Resultate aus (6.43), (6.34), (6.37) und (6.36) liefern die Werte o = 0, 8 = 3,
v =1, § = 3. Das sind dieselben Werte, die wir schon fiir das Van-der-Waals-Gas
gefunden haben. Die kritischen Exponenten hdngen in der Molekularfeldndherung
nicht vom System ab. Insbesondere verdndert die Dimension d des Systems nur 7T,
aber nicht die Natur des Phaseniibergangs. Es stellt sich allerdings heraus, dass die
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0

XT — S/Nkg
- In(2)

0 0_ — 0

Abbildung 6.3: Resultate der Molekularfeldnéherung fiir das ferromagnetisch Ising-
Modell fiir die Magnetisierung M = N pum, die isotherme Suszeptibilitidt y7 und die
Entropie S. Die durchgezogenen Linien sind Resultate fiir ein duferes Magnetfeld
By = ph. Die gestrichelten Kurven gelten fiir h > 0. Das Problem hat einen kritischen
Punkt bei (T, By) = (T¢,0). Die Singularitdten werden durch ein endliches Magnetfeld
aufgeweicht.

Molekularfeldndherung nur fiir d > 4 giiltig ist, da die Bedingung (6.23) fiir tiefere
Dimensionen in der Nahe des Phaseniiberganges nicht anwendbar ist. Insbesondere
gibt es fiir d = 1 keinen Phaseniibergang. In den anderen Dimensionen findet man:

d Q I3 ¥ 0

2 0 1/8 7/4 15 (Onsager Losung)
3 0,110 0,326 1,24 4,79 (Monte-Carlo Simulation)
>4 0 1/2 1 3 (Molekularfeldnéherung)

Man nennt diese Exponenten die Ising-Exponenten. Der Fliissig-Gas-Phaseniibergang
ist in derselben Universalititsklasse und hat damit dieselben Exponenten. Es gibt
allerdings auch noch andere Universalitatsklassen mit anderen Exponenten. Betrachtet
man anstelle der Ising-Spins zum Beispiel klassische Einheitsvektoren e € R? in der
Ebene, dann ist man in der XY-Universalitatsklasse. Einheitsvektoren im 3D-Raum
nennt man die Heisenberg-Universalitdtsklasse, sieche auch das Buch von Chaikin-
Lubensky.

Es stellt sich heraus, dass von den vier kritischen Exponenten nur zwei unabhéngig
sind. Im Allgemeinen gelten die Ungleichungen

o +264++">2 (Rushbrooke),
v > B(6—1) (Widom), (6.44)

wobei o’,7’ die Exponenten angibt, wenn man sich dem kritischen Punkt von der
Tieftemperaturphase nihert.” Zum Beispiel folgt die Rushbrooke-Ungleichung aus

5Eine solche Unterscheidung gibt es fiir 8 und § nicht.
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der Beziehung

>0
65 T <3M>2 A~ _ Np2T (8m*>2
Cp (T,h=0) = — (=) +0Cum> . 6.45

Fiir T < T, gilt Cp, < (T. —T)™", x o< (Te = )™, mi_y o (T. — T)P. Aus (6.45)
erhalten wir (fir 7' — T.,)

(T, — T)~ =7 =20=1) > konst. (6.46)
Damit gilt die Rushbrooke-Ungleichung in der Form 0 > —a/ —+' — 2(8 — 1).
Die Skalierungshypothese G(\%, \’h) = AG(t, h) mit t = T/T. — 1, welche aus der

Renormierungsgruppentheorie folgt, fiihrt alle kritischen Exponenten auf a und b
zuriick. Zum Beispiel erhalt man fiir die Magnetisierung das Skalierungsverhalten

AM (t, h) o< —\ (gf) = N M(\%, Ah) . (6.47)
t

Setzen wir hier b = 0 und A = (—t)~'/% (fiir ¢ < 0) erhalten wir
M(t,0) o (—t)1=D/apr(—1,0). (6.48)

Damit wird 8 = (1 — b)/a. Weiterhin ergibt die Wahl t = 0 und A = h~/* die
Beziehung 1/6 = 1/b — 1. Setzt man diese Uberlegungen auf die zweiten Ableitungen
fort erhélt man die Zusammenhénge

oz:o/:2—1, le—b’ 7:7’:21)_1’ 5:L.

a a a 1-0

Damit sind alle kritischen Exponenten auf a und b zuriickgefiihrt. Insbesondere
verlangt die Skalierungshypothese, dass a = o/, ¥ = 4/ und dass die Ungleichungen
in (6.44) zu Gleichungen werden. Die Exponenten a, b sind nicht messbar. Meistens
werden daher 3,y als , freie” kritische Exponenten behandelt. Auflésen der Gleichungen
in (6.44) nach «, 0 fithrt dann auf den Zusammenhang

(6.49)

a=21-08)—xv und s=1+21. (6.50)

g
Man tiberpriift einfach, dass die kritischen Exponenten des Ising-Modells diese Bezie-
hungen erfiillt.

6.5 Peierls-Argument

Wir haben gesehen, dass die Resultate der Molekularfeldnédherung vor allem in tiefen
Dimensionen falsch sind. Der Grund ist, dass tiefen Dimensionen die Koordinationszahl
z = 2d klein ist, so dass die Fluktuationen (6.23) wichtig und nicht vernachléssigbar
sind. Somit braucht man zum Verstdndnis in tiefen Dimensionen einen alternativen
Ansatz. Wir behandeln das Peierls-Argument, welches insbesondere zeigt, dass das
Ising-Modell in einer Dimension keinen Phaseniibergang hat.
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1D: Wir mochte zeigen, dass es in einer Dimension fiir 7' > 0 keine spontanen
Magnetisierung gibt. Damit gibt es bei endlichen Temperaturen nur die parama-
gnetische Phase ohne Phaseniibergang. Der Grundzustand bei T' = h = 0 ist die
Konfiguration s; = +1 fiir alle i; oder s; = —1, aber das Argument verbleibt in
diesem Fall unverandert. Diese spontane Magnetisierung besteht auch bei kleinen
T > 0, falls typische Konfigurationen aus der kanonischen Gesamtheit immer noch
vorwiegend ausgerichtet mit sind. Sie verschwindet hingegen, falls grofe Doménen
von umgedrehten Spins wahrscheinlich werden.

AFE = 2J
++++++++++++ => +++++++; *****
Tiefenergieanregung Doménénwan d

Betrachten wir nun die Wahrscheinlichkeit einer Konfiguration mit einer Domé&nen-
wand. Der Energieunterschied ist AE = 2J > 0. Damit ist die Wahrscheinlichkeit einer
bestimmten Doménenwand mit dem Boltzmannfaktor e #2F unterdriickt. Allerdings
gibt es I' = N — 1 Positionen fiir die Doménenwand. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine
beliebige Doménengrenze ist damit (pg ist die Wahrscheinlichkeit des Grundzustandes)

Pwand = po(N — 1)e P2E = poe=FAF (6.51)
mit dem Unterschied in der freien Energie
AF =AFE —kgTIn(N —1)=2J —kgTIn(N —1). (6.52)

Der zweite Term entspricht dabei —T'AS dem Entropieunterschied AS = kg In(N —1)
auf Grund der N — 1 Moglichkeiten fiir die Domé&nenwand. Im thermodynamischen
Grenzfall N — oo dominiert der entropische Term. Damit wird pwang > po und die
spontane Magnetisierung des Grundzustandes wird bei einer beliebigen endlichen
Temperatur zerstort.

2D: Auch in zwei Dimensionen betrachten wir eine Doméne von —, welche in
den Grundzustand + eingebettet ist. Der Energieunterschied zum Grundzustand ist
AFE = 2JL mit L der Lange der Domé&nenwand. Die Anzahl I' der Doménen mit einem
Umfang L sind I' < 4N3L~1. Diese Ungleichung folgt aus der folgenden Uberlegung:
man kann eine Doménenwand zeichnen, indem an einem beliebigen Plakette startet
(N Moglichkeiten) und dann in eine beliebige Richtung geht (4 Moglichkeiten). An
jedem weiteren Schritt hat man dann maximal 3 Moglichkeiten (da man nicht mehr
denselben Weg zuriick darf).
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Damit gibt es den Entropieunterschied
AS =kplnT SkpLIn(3)+O(InL). (6.53)

zwischen dem Grundzustand und einem Zustand mit einer (grofen) Doménenwand
mit L? oc N. Damit erhalten wir den Unterschied in der freien Energie

AF > L[2J — In(3)kpT] . (6.54)

Fir Temperaturen mit kg7 < 2J/In(3) ~ 1,8J ist AF' > 0 und Doménenwénde sind
unterdriickt. Damit verleibt die spontane Magnetisierung des Grundzustandes auch

bei endlichen Temperaturen bestehen. Das Peierls-Argument ist fiir die Einfachheit
ziemlich gut, da der exakte Ubergangspunkt bei kgT, = 2J/In(1 + /2) ~ 2,27 J ist.
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Kapitel 7

Nichtgleichgewicht und Transport

Bis jetzt haben wir Systeme im Gleichgewicht untersucht, ohne uns zu iiberlegen, wie
das Gleichgewicht iberhaupt erreicht wird. Wir wollen in diesem letzten Kapitel einen
kleinen Ausblick auf System liefern, die nicht im Gleichgewicht sind. Dabei wollen wir
uns auf System beschréanken, die nur leicht aus dem Gleichgewicht gebracht worden
sind. Insbesondere wollen wir annehmen, dass es schnelle Prozesse gibt, welche ein
System in ein lokales Gleichgewicht bringen. Ein solches Gleichgewicht wird durch
lokale Gleichgewichtsgrofsen T'(r,t), p(r,t), u(r,t),... beschrieben. Im vollstdndigen
Gleichgewicht gilt aber natiirlich, dass T, p, x Konstanten sind. Das erreichen des
vollstdndigen Gleichgewichts wird durch die hydrodynamischen Moden geleistet.

7.1 Warmeleitung

Wir beginnen mit der Warmeleitung in einem homogenen System. Weg vom Gleich-
gewicht werden die Zustandsgrofsen ortsabhéngig. Das System lésst sich dann durch
lokale Gleichgewichtsgrofien und lokale Zustandsgrofen, wie die innere Energiedichte
u(r,t), die Entropiedichte s(r,t), ...beschreiben.

Die Energieerhaltung fithrt auf die Kontinuitatsgleichung

?:—Fv-jq: . (7.1)
Dabei ist u die Energiedichte ([u] = Energie/Volumen) und j¢ die Warmestromdichte
([79] = Leistung/Flache). Dabei ist j¢ - ndA der Warmestrom, der durch die Fliche
dA mit dem Normalenvektor n fliefst. Eine Ortsabhéngigkeit der Temperatur T'(r, t)
flihrt zu einem Wérmestromdichte j9. Fiir kleine Temperaturgradienten gilt das
Fourier-Gesetz

j1=—kVT (7.2)

mit der Warmeleitfahigkeit x. Die Warmeleitfahigkeit £ muss dabei positiv sein,
damit die Warme vom heiferen zum kélteren Ort fliefst.

113
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Um ein geschlossenes Gleichungssystem zu bekommen, miissen wir noch den thermo-
dynamischen Zusammenhang

du = neydT (7.3)

verwenden mit n = N/V der Teilchendichte und ¢y der spezifischen Wéarme pro
Teilchen. Wir haben dabei angenommen, dass wir Warmeleitung in einem Festkorper
beschreiben, so dass wir thermische Ausdehnungseffekte vernachlissigen kénnen (n
bleibt fest). Setzen wir die Beziehungen (7.2) und (7.3) in die Kontinuitétsgleichung
ein, erhalten wir die Warmeleitungsgleichung (x = konst.)

or

— =DAT 7.4
ot (74)
mit der Diffusionskonstanten
K
D= —. 7.5
e (7.5)

Startend von einer Temperaturverteilung To(7) < Tiax zur Zeit t = 0, ist die Losung
der Warmeleitungsgleichung zur Zeit ¢t > 0 gegeben durch

1 I
T(T,t) = W /d3T/€ | ®/4Dt T()('f'/) . (76)

Damit gilt fiir den Gradienten die Abschitzung

1 |2
|\VT(r,t)] = (4rD1)*2(2D) /di’w (r' —r)e \ [2/4Dt To(r')
< Tinax /d3$xe—:p2/4Dt _ ﬂﬂ. (77)
(47 Dt)3/2(2Dt) Dt

2
=4x [Cdrzde® /4Dt —39mw D242

Die Diffusion fithrt daher dazu, dass der Temperaturgradient abnimmt und im
Grenzfall ¢ — oo verschwindet. Damit beschreibt die Wéarmeleitungsgleichung die
Thermalisierung des Systems. Fiir ein System der Grofe L , braucht die Warmeleitung
die typische Zeit 7qig = L? /D um einen typischen Gradienten Ty,ax/L auszugleichen.

Bemerkung: Die Warmeleitungsgleichung gilt nur im hydrodynamischen Regime fiir
Langen L > ¢ mit £ der mittleren freien Weglinge und Zeiten > 7 mit 7 = v der
Streuzeit (v ist die typische Geschwindigkeit der Teilchen). Fiir kiirzere Zeiten und
Léngen muss eine mikroskopische Beschreibung, wie zum Beispiel die Boltzmann-
Gleichung verwendet werden. Ein System das stark im Nichtgleichgewicht ist, the-
matisiert zuerst auf den Langenskala ¢ und Zeitskala 7 in ein lokales Gleichgewicht.
Danach folgt die ,langsame* Warmeleitung auf der Zeitskala 7q;¢, welche man als
hydrodynamischen Transport bezeichnet.
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7.2 Entropiefluss

Die Wérmetransport ist ein irreversibler Prozess. Deshalb geht er zusammen mit
einer Entropiednderung. Mit der Definition du = T'ds (keine Ausdehnung dv = 0)
finden wir aus der Kontinuitétsgleichung (7.1) die Beziehung

Os 1 749 1

—=—-=V.j1=-V. .- - —459.VT. 7.8

ot~ T 7 T 72! (7.8)
Der Term j° = j9/T ist dabei die Entropiestromdichte/Entropiefluss. Die Entropie
ist nicht erhalten. Damit erfiillt die Entropie keine quellenfreie Kontinuitatsgleichung,
sondern es gilt

S HVeit=s (7.9)

mit der Entropieerzeugungsrate (pro Volumen)

j9-VT (12) (VT)?
Tz T e

> 0. (7.10)

Man beachte, dass die lokale Entropieerzeugung immer positiv ist, in Ubereinstimmung
mit dem 2.HS. Im Gleichgewicht gilt VI = 0 und damit wird keine neue Entropie
mehr produziert. Der Entropiefluss fiihrt dann auf s = konst. Als Resultat wird die
Gesamtentropie S = Vs im Gleichgewicht extensiv.

7.3 Onsagersche Reziprozitiatsbeziehungen

Wir wollen die Uberlegungen nun etwas verallgemeinern. Dazu untersuchen wir ein
kleines Teilsystem (viel grofer als ¢ aber auch viel kleiner als die Systemgrofe L).
Dieses wird durch die Zustandsgrofen &; = ap;+ s, i = 1,2,..., f beschrieben (zum
Beispiel U, N, ...). Im Gleichgewicht haben diese den Wert «; mit der Entropie S.
Betrachten wir nun eine Fluktuation a; mit der Entropieanderung
AS=S8-S= %Z(d%)zjaiaj, (7.11)
0.

wobei d28 < 0. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, das System in einem Zustand mit den
Abweichungen «; zu finden, ist gegeben durch

pla) = plai,...,ar) = p(0,... ,0)eR5TkB (7.12)

Im Folgenden ist es hilfreich, die thermodynamisch konjugierten Grifien

as )
Yi = aai == Z(d S)ijaj (713)
J
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einzufiihren. Im Gleichgewicht ist S Maximal und damit v; = 0. Man nennt ~; auch
die thermodynamischen Krdifte. Damit erhédlt man die Korrelationen

aij = /dfa a;ivjp(a) = kp /df alap —= ks /dfap gzi-
j
s (7.14)
J

Oft ist es am Einfachsten die konjugierten Grofien iiber folgende Eigenschaft zu
bestimmen: Die Entropieerzeugung ist gegeben durch

. S da; do;
S = zzj o @ Z% (7.15)

wobei da;/dt der zu der Kraft 7; gehorende Strom ist.

Beispiel 1: Wir bestimmen die zu a = U konjugierte Grofe fiir den Warmetransport
aus Kapitel 7.1. Betrachten wir zwei Systeme in thermischem Kontakt. Die
Entropie S ist gegeben durch dU = T'dS (ohne Ausdehnung) Die Entropieer-
zeugung ist damit gegeben durch, vgl. (2.5) mit U = Uy = U},

. 1 1\ . 1Y -
———|U=A|=|U. 1
S = <T2 T1>U <T>U (7.16)
Damit ist thermodynamische Kraft v = A(1/T) = 1/T» — 1/Tx.

Beispiel 2: In Anwendungen verwendet man oft eine lokale Version des letzten
Beispiels. Dabei spielt die Energiedichte u die Rolle der lokalen Zustandsgrofe.
Die Entropiedichte kann sich nach (7.9) sowohl durch einen Entropiefluss (Wir-
mestrom ohne Temperaturdifferenz) als auch durch eine Entropieerzeugung $
andern. Die lokale Version der Entropieerzeugung (7.16) ist

7 q .
(10 J-VT <V1> ) 717

T2 T

Die Entropieerzeugung ist auf Grund eines Warmestromes von einer heiffen zu
einer kalten Temperatur. Ein Vergleich mit (7.15) zeigt, dass v; = 0;(1/7T) die
konjugierten Krifte zu den Stromdichten de;/dt = j sind.

Im Gleichgewicht gilt o;; = 7; = 0. Falls die Abweichungen von Gleichgewicht klein
sind, erfiillen die Grofen «; lineare Bewegungsgleichungen

do‘@ ZLM = Ly (@8)j5 ax(t) (7.18)

7.k

mit den Onsager-Transportkoeffizienten L;;.
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Die onsagerschen Reziprozitatsbeziehungen folgen aus der mikroskopischen Rever-
sibilitat. Wir betrachten zunéchst ein zeitumkehrinvariantes System (Bp = 0) im
Gleichgewicht und nehmen an, dass alle «; sich unter Zeitumkehr nicht &ndern. Dann
gilt fiir mikroskopischen Fluktuationen (7 > 0)

) (r—>—71

aost+m) T e t-n “ET

a;(t)a;(t+ 1) (7.19)

Ableiten dieser Beziehung nach 7 unter Benutzung von (7.18) fithrt auf

> Lipaiwt+7) =) Lipai(t)w(t + 7). (7.20)
k k

Im Grenzfall 7 — 07 erhalten wir mit (7.14) die onsagersche Reziprozititsbeziehung
Lji = Lij . (7.21)

Man kann diese Beziehung mit einem analogen Beweis verallgemeinern: sei ¢; die
Paritét der Zustandsgrobe a; unter Zeitumkehr, d.h.

1 falls a;(t) = a;(—t),
o =b alls o (t) = a;(—t) (7.22)
—1, falls a;(t) = —a,(—t).
Dann gilt die Reziprozitatsbeziehung
Lij(Bo) = €iejLji(—Bo) . (7.23)

Man beachte, dass «; und ~; dieselbe Paritdt haben, wiahrend der Strom dov;/dt
die umgekehrte Paritdt aufweist. Damit brechen die (makroskopischen) Bewegungs-
gleichungen (7.18) die Zeitumkehrinvarianz und fithren (im Allgemeinen) zu einer
irreversiblen Dynamik.

Beispiel 3: (Elektrische Reziprozitét)

Elektrischer Transport wird beschrieben durch das ohmsche Gesetz
3
j=1

Der Leitféhigkeitstensor o;; verkniipft dabei elektrische Feldstiarke E mit der
elektrischen Stromdichte j. Der Strom erzeugt die elektrische Leistungsdichte

w=FE-j= ngEEk > (. (7.25)
i?j

Bei der (festen) Temperatur T fiihrt zu einer Entropieerzeugung (pro Volumen)

E-j. (7.26)
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Damit ist v; = E;/T die thermodynamische Kraft zur elektrischen Stromdichte
dOéi / dt = jl
Ein Vergleich von (7.24) mit (7.18) zeigt, dass die Onsager-Transportkoeffizien-

ten gegeben sind durch
Lij == TUZ'J' . (727)

Fiir elektrischen Transport gilt damit die Reziprozititsbeziehung

Fiir ein isotropes Material gilt 0;; = d;;0. Damit ist o notwendigerweise eine
gerade Funktion des magnetisches Feldes By.

Die Leitfahigkeit oy, wird in einem Versuchsaufbau bestimmt, bei dem man
die Spannung in die z-Richtung angelegt und den Strom in die y-Richtung
misst. Ohne angelegtes Magnetfeld (By = 0) verlangt die Reziprozitit, dass das
Ergebnis dasselbe ist, wenn man Spannung und die Strommessung vertauscht
(und damit o, misst).
Beispiel 4: (dissipative und reaktive Transportkoeffizienten)

Die Entropieerzeugung hat die Form

§=Y Lij(Bo)viv; = Y _ Lij(Bo)yiv (7.29)

2 2%

mit der symmetrischen Matrix

[LU(B()) + EiéjLij(—Bo)] . (730)

NN

Lij(By) = %[Lij(BO) + Lji(By)] =

Damit die Entropieerzeugung (wie vom 2.HS Verlangt) immer positiv ist, muss
die Matrix L;; positiv definit sein. Man bezeichnet L den dissipativen Anteil
der Transportkoeffizienten. Falls die Freiheitsgrade ¢ und j dieselbe Paritat
aufweisen (e;e; = 1), ist L;; eine gerade Funktion des Magnetfeldes By. Im
entgegengesetzten Fall ist L;; eine ungerade Funktion. Der verbleibende Anteil

. 1 1

Lij = 3 [Lij(BO) - Lji(BO)} =3 [Lij(Bo) - EiﬁjLij(—Bo)] (7.31)
mit L;; = ﬂij + f)ij nennt man die reaktiven Transportkoeflizienten, welche die
jeweils umgekehrte Paritdt als Funktion des Magnetfeldes By aufweisen.

Beispiel 5: (Elektrischer Transport in 2D)

Der elektrische Transport in 2D ist beschrieben durch den Leitfahigkeitstensor
(By ist die Magnetfeldstirke in der Ebene)

_ Jxx(BO) Oy (BO)
o7 <Uyz(Bo) Jyz(B0)> ' (7.32)
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Fiir ein isotropes Material gilt 0, = oyy und o,y = —0y,, da nur die beiden
(reellen) Matrizen I = <é (1)> und J = iog = (_01 (1)> unter einer allgemeinen
Rotationen R = e?/ in der Ebene invariant bleiben mit R(al + BJ)RT =
ol + BJ.

Mit den Resultaten aus dem letzten Beispiel ist die longitudinale Leitfahigkeit
022(Bo) = oyy(Bo) gerade in By und fiithrt zu Dissipation. Die transversale
Leitféhigkeit o4, (By) = —oyz(Bo) (ungerade in By) ist rein reaktiv. Beim
perfekten Hall-Effekt gilt 0., = o0y = 0 (keine Dissipation). Somit kann
man diesen Effekt in einem abgeschlossen System mit einer Hamiltonfunktion
beschreiben. Die Quantisierung des Problems fiihrt auf Landau-Niveaus und
auf o,y = ne?/h mit n € Z (Quanten-Hall-Effekt).

7.4 Thermoelektrische Effekte

Wir wenden die Resultate aus dem letzten Kapitel auf thermoelektrische Prozesse an.
Wir betrachten ein System aus geladenen Teilchen mit der Ladung ¢. Anders als in
Kapitel 7.1 wollen wir neben Energietransport nun auch Teilchentransport zulassen.
Die Verdnderung der Teilchenzahl fiihrt auf die Arbeit

SW = Wenem. + 0Weletr, = pdN + ®dQ = (11 + ¢ ®)dN = p1edN (7.33)

mit dem elektrochemischen Potential pu, = p + ¢ ®. Fiir geladene Teilchen spielt
das elektrochemische Potential die Rolle des chemischen Potentials. Insbesondere ist
pte(r) = konst. im Gleichgewicht.

Bemerkung: In einem Metall ist normalerweise das chemische Potential p durch die
positive Hintergrundladung festgelegt und kann nicht wesentlich verdndert werden.
Aus diesem Grund konnen wir in einem Metall die elektrochemische Kraft Vy, = —g€
durch die elektrische Kraft ¢gV® = —gF ersetzen.

Die Anderung der Entropie wird beschrieben durch T'ds = du — piedn (wir vernach-
lassigen wiederum thermische Ausdehnungseffekte). Das fiihrt auf die Beziehung

0s Ou on

2222 7.34

ot — ot ot (7.34)
Die Anderung der Teilchendichte ist gegeben durch die Kontinuitétsgleichung

on

—+V.3"=0 7.35

5 TV (7.35)
mit der Teilchenstromdichte 3”. Fiir die Energie gilt analog

0

v je=0 (7.36)

ot
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mit der Energiestromdichte 7¢. Im Vergleich zu Gleichung (7.1) ist auf Grund der
elektrochemischen Arbeit nicht der gesamte Energiestrom ein Warmestrom. Vielmehr
gilt

§1=T5° = 5° — peg” (7.37)

wegen der Fundamentalgleichung T'ds = du — pedn. Zum besseren Verstédndnis des
Warmestromes 39 betrachten wir einen Teilchenaustausch, bei dem jedes Teilchen
die Energie ¢ = p, tragt. In diesem Fall gilt 3¢ = p.3™ und der Prozess findet
reversible ohne Wérmeaustausch statt. Ein endlicher Warmestrom entspricht damit
dem Austausch von ,heiffen” (¢ > pu.) oder ,kalten“ (¢ < p.) Teilchen.

Wir verwenden die beiden Kontinuitétsgleichungen in (7.34) und erhalten

0s 1 e .n .5 1 .e He .
a__TV'J + V3" =-V-j +VT J VT J (7.38)

$

Ein Vergleich mit (7.9) zeigt, dass die letzten beiden Terme die Entropieerzeungungs-
rate sind. Damit gilt

. . He . 1 . 1 .
VAN T Oy T A (IS e U3 7.39
§=V5J T T 7 VHeJ (7.39)
Wie schon gezeigt, entspricht der erste Term dabei der Entropieerzeugung durch
einen Wirmestrom von einer hohen zu einer tieferen Temperatur. Der zweite Term
entspricht der jouleschen Warme & - 3 mit der elektrischen Stromdichte 5 = ¢3". Er
rithrt daher, dass elektrochemische Arbeit in Warme umgewandelt wird.

Ein Vergleich von (7.39) mit (7.15) zeigt, dass V(1/T) und —(Vpu,)/T die thermo-
dynamischen Krifte zu den Stromen 59 und 5" sind.! Die Reziprozititsbeziehungen
(fiir By = 0) lauten

. 1 1 L1 Lo

"o L=V + Ls V= = — vy, - 22y
J i e + L2 T T Le T2 ,

. 1 1 Lo Loo

U P v4 LV —==-"LVu,— —=VT. A4
J 127 Ve + L2 Vi, T HeT 2 (7.40)

Wir wollen nun die drei Transportgrofen Ly1, L2, Los mit schon bekannten Groéfen in
Zusammenhang bringen. Fiir den Warme- und Ladungstransport gilt die Standardform

1
3j9=—xVT+11j, E=—7+eVT, (7.41)
o
mit dem Peltier-Koeflizienten II und der Thermokraft €. Der Grund fir diese Schreib-

weise ist, dass experimentell der elektrische Strom 7 = ¢ 37" und der Temperatur-
gradient V7T am Einfachsten festgehalten werden kénnen. Ein Vergleich von (7.40)

! Alternativ kénnte man j¢ und j" als unabhingige Stréme betrachten. In diesem Fall wiren die
Krafte V(1/T) und —V (pe/T).
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und (7.41) liefert Zusammenhénge zwischen den Koeffizienten. Betrachten wir zum
Beispiel den Fall VT = 0, so erhalten wir

’L L
o=1 Tll und oll = % . (7.42)
Analog finden wir fiir Vu, = —¢€ = 0 die Relationen
L L
o€ = % und Kk~ oell = % : (7.43)

Ein Vergleich der beiden Ausdriicke fiir Lo liefert die Reziprozitdatsbeziehung
II=¢T (7.44)

zwischen dem Peltier-Koeffizienten und der Thermokraft.

Wir wollen die Gleichungen (7.41) mit ein paar Beispielen besser verstehen.

Beispiel 6: (Elektrische Leitung)
Fiir ein System ohne Temperaturgradient V1" = 0 gilt das ohmsche Gesetz

j=0&, (7.45)

wobei &€ = E — (1/q)Vu die komplette elektrochemische Kraft berticksichtigt.
Man beachte, dass es auch ohne Temperaturgradient Wérme transportiert wird
mit
Jji=11j5. (7.46)
Beispiel 7: (Wérmeleitung)
Die Wiarmeleitung aus Kapitel 7.1 ergibt sich fiir den Fall, dass kein elektrischer
Strom/Teilchenstrom fliefst, j = 0. Wir erhalten dann das Fourier-Gesetz
j1=—-rVT. (7.47)

Man beachte, dass in diesem Fall die elektrochemische Kraft nicht verschwindet
sondern

E=eVT (7.48)
gilt. Aus diesem Grund nennt man den Koeffizienten € die Thermokraft.

Beispiel 8: (Peltier-Effekt)

Wir betrachten zwei unterschiedliche Metalle (A und B) bei einer homogenen
Temperatur 7. Wir treiben einen elektrischen Strom j durch den Kontakt.

b
J J
=> Leiter 4 ':|'>I':|'> Leiter B ==>

ja  Jb
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Der Wirmestrom ist dann gegeben durch (7.46). An der Kontaktstelle gibt es
eine Diskontinuitat der Grofse

j'=jh -4 = p—Ta)j. (7.49)

Im stationdren System muss diese Warme dem Kontakt zugefiigt werden,
wenn der Strom j von Leiter A nach Leiter B getrieben wird. Dreht man
die Stromrichtung um, so &ndert sich auch das Vorzeichen von j¢. Fiir eine
Stromrichtung kiihl der Kontakt, in die andere Richtung heizt er sich auf.

Beispiel 9: (Seebeck-Effekt)

Leiter A Der Seebeck-Effekt ist eng mit dem

Peltier-Effekt verwandt. Man betrach-
tet nun aber einen (elektrisch) offenen
Schaltkreis mit 7 = 0. Zwei Metalle
werden durch zwei Kontakte bei unter-
schiedlichen Temperaturen 77, T> mit-
B T B einander verbunden. Die resultierende
Spannung ® kann dann mit einem Volt-

+l- meter bei der Temperatur 7" bestimmt

e werden.

Im offenen Schaltkreis gilt Gleichung (7.48). Die elektromotorische Kraft ist
gegeben durch

T, . A

@z—fE-ds:—]{eVT-ds:fTVe-ds. (7.50)

In der letzten Form hat das Integral nur einen Beitrag bei den Kontakten.?
Damit folgt

O ="Ti(eca—€ep)+To(ep —€a) = (ep —€a)(T2 —T1) . (7.51)

Beispiel 10: (Thomson-Effekt)

Die Kontinuitatsgleichung fiir die Energie hat die Form

a . e . . . € .
u:_v.jewj)_v.jq_v.(“]):_V.Jq+g.3_“V.J
ot q q

= 0, da stationar

Einsetzen der Bezichungen (7.41) liefert das Resultat

au 1 ) dIl .
E—V-(ﬂVT)—i—;J —i—(e—dT)VT-J. (7.52)
—Tde/dT

2Wir nehmen an, dass die Temperaturabhingigkeit von e innerhalb eines Materials viel kleiner
ist als der Unterschied zwischen den Materialien.
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@Q1 Abbildung 7.1: Aufbau eines Peltier Elements. Es
besteht aus drei Leitern. Zwei Sdulen aus den Lei-
T T termaterialien A und B die durch einen Querbalken
verbunden sind. Das unteren Ende der Sdulen bei
A B x = L befindet sich bei Raumtemperatur 7y. Ein
Strom I wird im Uhrzeigersinn durch das System
L N T, <N T, getrieben. Wir bezeichnen die Peltier-Koeffizienten
r ﬁ] @I der beiden Kontakte mit I14, IIg. Durch die Ver-
@ Qo suchsanordnung (mit IIp > I14) wird der Querbal-

ken auf die Temperatur 77 < Ty gekiihlt.

Der erste Term beschreibt die Erwarmung auf Grund von Quellen im Wérme-
strom —kAT, der von dem Temperaturgradienten getrieben wird. Der zweite
Term ist die joulesche Wérme 5 - E. Der letzte Term ist die Thomson- Warme

d
S¢Thomson = TV T -4, Thomson-Koeffizient 7 = Tﬁ . (7.53)

Sie tritt auf, wenn es sowohl einen Temperaturgradienten als auch einen elektri-
schen Strom gibt.

Bemerkung: Der Thomson-Koeflizienten 7 ist wichtig, da man ihn fiir ein
Material direkt messen kann. Der Peltier-Koeffizient II und die Thermokraft e
kénnen hingegen nur relativ zu einem anderen Material bestimmt werden. Eine
typische Wahl fiir das Referenzmaterial ist dabei Platin.

Peltier-Element: Zum Abschluss betrachten wir ein Peltier-Element als ein ty-
pisches Beispiel fiir ein Nichtgleichgewichtsproblem. Solche Elemente werden als
mobile Kiihlgerate eingesetzt. System besteht aus zwei Leiter A und B mit Peltier-
Koeffizienten IIg > II4, welche mit zwei Kontakten an einen Leiter gekoppelt wird,
der gekiihlt wird, siche Abbildung 7.1. Das System wird durch einen elektrischen
Strom I getrieben. Die Leiter haben den Querschnitt A mit den elektrischen Strom-
dichten jp = —ja4 = I /A entlang der z-Achse. Wir betrachten den stationdren Fall
der sich nach einer gewissen Zeit einstellt. Wir vereinfachen das Problem, indem wir
annehmen, dass die Materialkonstanten k,0 und € = II/T temperaturunabhéngig
sind.

Das elektrische Problem ist mit der Angabe der Stromdichte gelést. Das thermische
Problem ist durch die Gleichung (7.52) und (7.41) bestimmt. Im stationédren Fall gilt
wegen (7.52) im Leiter A

I2

1.
0=V (kaVTa)+ —3° = raTh(2) + — .
oA oaA

(7.54)
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Die Temperaturverteilung mit den Randbedingungen 7'4(L) = Ty und T'(0) = T} ist
gegeben durch

(To —Th)x I?

T =T
A() 1+ L + 2420 4k

x(L—z). (7.55)

Im Leiter B gilt dieselbe Beziehung mit c4,k4 — op,KkB.

Die Abwirmeleistung Qg in das Warmebad T} ist gegeben durch A4 (L) + 55 (L)].
Aus (7.41) erhalten wir

Qo = —ArATY(L) + AeaToja — ArpTh(L) + AepTojp
1
= eTol + 5RI2 — KAT (7.56)
mit

L(oy' +05")

e=¢eg—€4, R= 1 ) K:T, AT =Ty -1 .
Analog erhélt man die Kiihlleistung
. 1
Q1= A[74(0) + j%(0)] = en I — 5312 — KAT (7.57)
Mit dem ersten Hauptsatz gilt
W =Qo— Q1 =RI?+cIAT. (7.58)

Diese Leitung muss von der Spannungsquelle, welchen den Strom [ treibt geleistet
werden. Die elektrische Leistung ist W = I'V. Damit erhalten wir, dass die Spannung

V = RI + eAT (7.59)

iiber das System abfallt. Der erste Term ist der Spannungsabfall iiber den Widerstand.
Der zweite Term entspricht dem zusétzlichen Spannungsabfall auf Grund des Seebeck-
Effekts.

Der Wirkungsgrad des Kiihlelements ist gegeben durch
Q1 eNI—-4RIP-KAT  KR+Te& K 1
TS W T T R+ AT ((RI+eAT) e 2
B 1 _ RI?’T + K(AT)?
C To/Ti —1  (RI?2+ eIAT)AT

(7.60)

mit der mittleren Temperatur T = %(T 0+ T1). Der Wirkungsgrad hat als Funktion
des Stromes ein Maximum. Losen wir die Bedingung dn/9I = 0 nach I auf, erhalten
wir

I = — (7.61)

R(V1+ZT —-1)
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mit der Giitezahl

62

RK
Beim optimalen Strom I* erreicht das System den maximalen Wirkungsgrad

* 1 TO/T1+].
gt = 1 il : (7.63)
TO/T1—1< \/1+ZT+1>

Der erste Term ist das optimale Resultat einer Carnot-Machine. Der zweite Term ist
negativ und damit operiert das Peltier-Element mit einem kleineren Wirkungsgrad.
Fiir einen grofen Wirkungsgrad muss die dimensionslose Giite ZT mdoglichst groft
sein. Dazu ist es notig Materialien mit kleinem Widerstand und kleiner thermischer
Leitfdhigkeit zu haben.

Z = (7.62)

In Metallen ist die Giite wegen dem Wiedemann—Franz-Gesetz

2 1.2
™k
RK = —-% 7.64
3 62 ( )
beschriankt. In realistischen Situation ist K wegen dem Beitrag der Phononen sogar
noch grofler als der elektronische Beitrag des Wiedemann-Franz-Gesetztes. Insgesamt

haben wir die Abschéitzung

ZT S ——5 ~4-107° (e[uV/K])". (7.65)
w2k,

Typischerweise haben Metalle eine Thermokraft € in der Ordnung von ein paar pV /K.

Somit sind Metalle als Peltier-Elemente ungeeignet.

In Halbleiter-Heterostrukturen gilt das Wiedemann-Franz-Gesetz nicht. Obwohl es
keine thermodynamische Grenze fiir ZT gibt, haben alle bekannten Materialien Werte
< 3. System zu finden, mit ZT >> 1 ist ein aktives Forschungsfeld. Das ist insbeson-
dere darum technologisch wichtig, da man ein Peltierelement auch riickwarts (als
Wiérmemaschine) betreiben kann und dann aus einer Temperaturdifferenz elektrische
Leistung gewinnen kann. Die Idee ist, solche Elemente in elektrischen Schaltkrei-
sen als Warmeriickgewinnung zu verwenden. Das Problem ist allerdings, dass der
Wirkungsgrad n* nur sehr schwach (iiber die Wurzel) von der Giite abhéngt.

Fiir ein Kiilelement ist die minimale Temperatur 77 = Tiin, die erreichbar ist, gegeben
durch den Punkt an dem n* = 0 wird. Wir erhalten

T() \/1—|—2ZTO—1

Tin = ———— oder dquivalent Thin=—"—"75—". (7.66)

1+ 2T Z
Der Strom, der benétigt wird, um diese minimale Temperatur zu erreichen ist gegeben

durch
(7.61) eAT ~ €Thin

Imax = =
R(To/Tmin — 1) R

(7.67)
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Dieser Strom wird bei einer Spannung
Vinax = Rlpax + E(Tg - Tmin) =eTp (768)

geliefert.

Anstatt den Wirkungsgr@d zu maximieren ist es in Anwendung oft hilfreicher, eine
maximale Kiihlleistung @)1 (bei gegebenen Temperaturen Ty, T7) zu erhalten. Der
Ausdruck (7.57) wird mit einem Strom

€T}

Iy, = fl (7.69)
optimiert. Man sieht, dass dies fiir 77 = Tiin genau dem Ausdruck (7.67). Bei der
minimalen Temperatur entspricht die maximale Kiihlleistung, dem maximalen Wir-
kungsgrad. Allerdings ist an diesem Punkt n* = 0, und die Kiihlleistung verschwindet.
Allgemein kann man bei einer Temperatur 77 die maximale Kiihlleistung

: . e2T? ZT?
QmaX:Ql‘I:IKL: 2R _KAT:K(2—AT>

2
€
= E(TIZ - Tgﬁn) + K(Tl - Tmin) (770)

erreichen. Man sieht, dass die Kiihlleistung proportional zu K ist und abnimmt, je
nédher die kalte Temperatur sich der minimalen Temperatur T},;, néhert.
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Notation
dU vollstandiges Differential
ow allgemeines Differential
(OU /0T )y Ableitung dU/dT bei konstantem V'
W, Q Arbeit, Warme
S Entropie
V.U N Volumen, innere Energie, Teilchenzahl (extensive Grofen)
p, T, 1 Druck, Temperatur, chemisches Potential (intensive Grofen)
H F G, Q Enthalpie, Freie Energie, Gibbs-Energie, Groftes Potential
Zas Qo allg. Arbeitskoordinate, allg. Gleichgewichtsgrofse
d’U = (82127525) Hesse-Matrix
Z alle (ext.) Grofen (U, Zy, Za,...) die einen Zustand festlegen
ZnN,Z kanonische, grofkanonische Zustandssumme
I'Z) Anzahl Mikrozustdnde kompatibel mit einem Makrozustand Z
X Erwartungswert von X
(0X)? Schwankungsquadrat /Varianz von X
v=V/N spezifisches Volumen
n=uv1 Teilchendichte
A thermische Wellenlénge

¢i = N;/N Konzentrationen des Stoffes ¢
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